Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Sammlung Schubert 



Sammlung mathematischer Lehrbücher. 




Bände. 

^ofessor 

80. 
Heger in 

von Dr. 

hnert in 

Wahr- 
und dio- 

Hermaiin 

Zahlen- 
4.40. 
Id. Böger 



!, Ebene, 

. M.4.— . 
iz Meyer 



hlesinger 

Kunge in 

echnung^ 

Imann in 

eil: Die 
ix Simon 



cvilicti. iiaiiBiuimmiuucii i. > ciii uic |fiu]ektlven 

Transformationen nebst Ihren Anwendungen von 
Prnf Dr. Karl Doelilemann in Münciien. M. 10.—. 
^ Theorie der Raumkurven und Flachen 
in Prof. Dr. Victor Kommerell in Reutlingen 
Dr. Karl Kommerell in Heilbronn. M. 4.80. 



SCIENCE CENTER LIBRARY 



HORACE APPLETON HAVEN, 

OF PORTSMOUTH, N. H. 

(Clau «f 184*.) 



.j.^Goo^^lc 



Band XXXI: Theorie, der algebraischen Funktionen und 
ihrer Integrale von Oberlehrer E. Landhiedt 
in Straßburg. Mk. 8.50. 
XXXll: Theorie und Praxis der Reihen von Professor 
Dr. C. Runge in Hannover. M. 7.—. 
. XXXIV: LInlengeometrte mit Anwendungen l. Teil von 
Prof. Dr. Konrad Zindler in Innsbruck. M. 12.—. 
XXXV: Mehrdimensionale Oeometrie I.Teil: Die line- 
aren Räume von Prof. Dr. P. H. Scheute in 
Groningen. M. 10.—. 
„ XXXVni; Angewandte Potentialtheorie In elementarer 
Behandlung I. Teil von Prof. E. Grimsehl in 
Hamburg M. 6.—. 
XXXIX: Thermodynamik I. Teil von Prof. Dr. W. Voigt 
in Göttingen. M. 10.—. 
XL: Mathematiscbe Optik von Prof. Dr. J. Classen in 

Hamburg. M. 6.—. 
XLI: Theorie der Elektrizltlt und des Magnetismus 
I.Tell: Elektrostatik und Elektroklnetlk von 
Prof. Dr. J. Classen in Hamburg. M. 5.—. 
XLU: Theorie der Elektrizität und des Magnetismus 
IL Tl.: Magnetismus U.Elektromagnetismus 
von Prof. Dr, J. Classen in Hamburg. M. 7. — . 
XLIV: Allgemeine Theorie der Ranmkurven und 
Flächen II. Teil von Prof. Dr. Victor Kommerell 
in Reutlingen und Professor Dr. Karl Kommerell 
in Heilbronn. M. 5.80. 
XLV: Niedere Analysls 11. Teil: Funktionen, Potenz- 
reihen, Gleichungen von Prof. Dr. Hermann 
Schubert in Hamburg. M. 3.80. 
XLVl: Thetatunktlonen u. hyperelliptische Funktionen 
vonOberlehrerE.LandfriedtinSlraßburg. M.4.50. 
XLVIll: Thermodynamik II. Teil von Prof. Dr. W. Voigt 

in Göttingen. M. 10.—. 
XLIX: Nlchtenklldlsche Geometrie von Prof. Dr. Heinr, 
Liebmann in Leipzig. M. 6.50. 



In Vorbereitung bezw. projektiert sind: 

Elemente der Astronomie von Dr. Ernst Hartwig in Bamberg. 

Mathematische Geographie von Dr. Ernst Hartwig in Bamberg. 

Darstellende Oeometrie II. Teil: Anwendungen der dar- 
stellenden Oeometrie von Prof. Erich Geyger in Kassel. 

Geschichte der Mathematik von Prof. Dr. A. v. Braunmühl und 
Prof. Dr. S. Günther in München. 

Dynamik von Prot. Dr. Karl Heun in Karlsruhe. 

Technische Mechanik von Prof. Dr. Karl Heun in Karlsruhe. 

Geodäsie von Prof. Dr. A. Galle in Potsdam. 

Allgemeine Funktionentheorie von Dr. Paul Epstein in Straßburg. 

Räumliche projektive Geometrie. 



.j.^Goo^^lc 



Geometrische Transfonnatloaen II. Teil von Prof. Dr. Karl 

Doehlemann in München. 
Theorie der hSheren algebraischen Kurven von Dr. Heinr. 

Wieleitner in Speyer. 
Elliptische Fanktlonen von Dr. Karl Boehm in Heidelberg. 
Allgemeine Formen- und Invariantentheorie von Prof. Dr. los. 

Wellstein in Gießen. 
Mehrdimensionale Geometrie II. Teil von Prof. Dr. P. H. Schoute 

in Groningen. 
Llnlengeonictrie II. Teil von Prof.Dr. Konrad Zindler in Innsbruck. 
Kinematik von Prof. Dr. Karl Heun in Karlsruhe. 
Elektromagnetische Lichttheorie von Prot. Dr. J. Classen in 

Hamburg. 
Omppen- n. Substitutionentheorie v. Prof. Dr. E. Netto in Gießen. 
Theorie der Flächen dritter Ordnung- 
Mathematische Potentlaltheorie v.ProTDr.A.Wangerin in Halle. 
Elastlzltäts- und Festigkeitslehre ütt Bauwesen von Dr. Ing. 

H. ReiBner in Berlin. 
ElastIzItSts- und Festigkeitslehre im Maschinenbau von 

Dr. Rudolf Wagner in Stettin. 
Graphisches Rechnen von Prof. Aug. Adler in Prag. 



Höhere Differentialgleichungen von Prof. J. Hom in Clausthal. 
Photographische Optik von Dr. A. Gleichen in Berlin. 
Orundlagen der theoretischen Chemie von Dr. Franz Wenzel 



Elemente der Stereometrie 

Prof. Dr. Gustav nolzmüller. 

Band 1: Die Lehrs&tze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 
Preis brosch. M. 6.—, geb. M. 6.60. 
„ II; Die Berechnung einfach gestalteter Körper. Mit 
156 Figuren. Preis brosch. M. 10.—, geb. M. 10.80. 

le Untersachur" ~^ " — i— .-^ ^_..._. 

Raumgebilde. 

geb. Ifl. 9.80. 

IV: Fortsetzung der schwierigeren Untersuchungen. 

Mit 89 Figuren. Preis brosch. M. 9.—, geb. M. 9.80. 

elQiig in seiner Art daalehen, denn in ao um- 

le ist die Stereometrie noch nicht behandelt 

" Ist dabei so zu nehmen, daß die bubere 

j .„. _..,, auch die analytische Raumgeonietrie ausge- 

scblosBen bleiben, wahrend die synthetische neueie Qeomelrie in den Kreis 
der Betiacbtungen lii nein gezogen wird, soweit es die Methoden der dar- 
stellenden Oeometrie erfordern. 

Alle Fieuren, auf die eani besondere Sorgfalt veiwendet worden ist, sind 
streDgkonslrulert und Isaf jede Ist ein Beispfel der dsrstellenden Oeometrie. 
Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Slereometile weit 
über das übliche Ziel hinaus, gibt neben den Lehrsätzen umfangreiches Obung»- 
mateiial, betont die Konstruktion und die Berechnung gleichmütig und wird 
an Vielseitigkeit nod Oedlegealielt des Idhalta wobl von keinen der 
hervorragenderen Lehrbflclier erreicht. 
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Vorwort. 



Vielfache andere Arbeiten haben den Verfasser ver- 
hindert, die vorliegende ,JntegraIrechnung", den zweites 
Band des Geaamtwerkes, früher abzuschließen. 

Da in den ersten Band, die „Differentialrechnung", eine 
Kcilie von lehren mit aufzunelimen war, die sonst der 
algebraischen Analjsis zngewiesen werden, so mußten, um 
den UmfaDg jenes Bandes nicht zu sehr auszudehnen, die 
Anwendungen der Differentialrechnung auf Geometrie zurück- 
gestellt werden. 

Diese Anwendungen sind nunmehr in dem dritten Ab- 
schnitt mit verarbeitet worden, und zwar, um Baum zu 
sparen, in oi^anischer Verbindung mit den Anwendungen 
der elementaren Integralrechnung auf Geometrie. 

Die Tangential- und Krümm ungseigenschaften der 
wichtigsten Kurven wurden zumeist nicht aus den Glei- 
chungen der letzteren abgeleitet, sondern umgekehrt die 
Kurven durch jene Eigenschaften charakterisiert Es be- 
steht zugleich die Hoffnung, daß dieser "Weg auf den Leser 
anregend wirken werdo. Überdies lag dem Verfasser daran, 
zu zeigen, mit wie wenigen Sätzen der Integralrechnung 
ein verhältnismäßig umfangreicher Kreis von Angaben der 
Behandlung zugänglich wird. 

Der Verfasser darf wohl sagen, daß er den ganzen 
Stoff selbständig durchgearbeitet und ihn sozus^en noch 
einmal von neuem gefunden hat; eine ziemliche ßeihe von 
Einzelheiten dürfte sogar Anspruch auf wirkliche Neuheit 
machen. 
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IV Vorwort. 

Mögen diesem Verfahren auch mancherlei subjektive 
UnzuläDglicbkeiten anhaften, so wird doch eine gewisee 
Unmittelbarkeit in der Darstellnng ihren Eindruck auf den 
Leser nicht verfehlen und ihn auf das Werden der Theorie 
aufmerksam machen. 

Einige Aufgaben des § 40 sind der Hlnt^;ralrechDiuig" 
von Stegemann-Kiepert (Hannover, bei Helwing, 8. Aufl., 
1903) entnommen. 

Anwendungen der Differential- und Integralrechnung 
auf Naturwissenschaften und Technik findet man in reicher 
Auswahl in der Aufgabensammlung von A. Fuhrmann 
(Berlin, bei W. Ernst & Sohn, bisher vier Teile erschienen, 
1888—1903). 

Bezüglich historischer und literarischer Nachweise sei 
auf die beiden Artikel in der Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wisseufichaften (Leipzig, bei B. G. Teubner) hin- 
gewiesen: A. Pringsheim, »Lrationalzahlen und Konver- 
genz unendlicher Prozesse", Band I, Heft 1 und 2 (1898/99), 
A. Voss, „Differential- und Int^;ralreehnung", Band II; 
Heft 1 (1899). 

Königsberg in Pr., 
Anfang März 1905. "' ^- "*y*'' 
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Abschnitt III. 

Ornndlagen der Inte^alrechnimg. 
Anwendnngen. 

Kapitel I. 

Omndlagen der Integralrecbntu^. 

§ 1. IJmkehnuig des DifferentiationsprozeBses. Erster 
FuQdamentalsatz der iDtogralrechnnn^. 

Eines der fruchtbareten Prinzipien, deren eich die Mathe- 
matik bedient, um zu neuen Begriffen und Gebieten zu ge- 
langen, besteht in der Umkehrung eines Prozesses. 

In der Differentialrechnung erwies es sich bereite als 
zweckmäßig, mit Rücksicht auf die einfache Hegel über die 
Ableitung einer umgekehrten (invereen) Funktion (Diffr. § 10), 
die FunktionsbüduDgen In Paaren anzuordnen (Diflr. § 13), 
der Art, daß innerhalb eines jeden Paares jede der beiden 
Funktionen die Umkebnmg der anderen war. So gehörte 
irgend eine der trigonometnechen Funktionen zusammen mit 
der entsprechenden zjklometriscben, desgleichen der Lc^a- 
ritbmuB und die Exponentialfunktion, während auf Grund 
des Begriffes der allgemeinen Potenz die Umkebrung einer 
Potenz wieder zu einer Potenz führte. 

Aber auch die elementaren Bechenoperationen der 
Arithmetik ordnen eich in diesem Sinne zu Paaren an. 
Faßt man die Summe zweier Größen als Funktion einer 
derselben aof, y = a + x, wo dann a eine Eonstaute bedeutet, 
so entspricht ihr als Umkehrung die Differenz x^tf a, 
W. Fr. Meyer, Integralrechaung. 1 



2 § 1- Umkehrung des DifTerentiationsprozesses. 

und analog dem Produkte y = ax der Quotient x=~; eben- 
so empfiehlt es sich in der elementaren Potenzlehre, den 
natürlichen Potenzen y = a^(»=l, 2, 3, . . .) als deren 

Umkehrungen die Wurzeln x='^=y'' g^eDÖberzustellen. 
Addition und Subtraktion, Multiplikation und Division, 
natürliche Potenzierung und Radizierung sind also Paare 
umgekehrter Rechenoperationen. 

Unter diesem Gesichtspunkt wird man auch den Prozeß 
des Differenzieren 8 (DifFr. § 8), als den einer höheren Beohen- 
operation, umkehren und die Frage aufwerfen: „Wenn 
^=f(x) = q:>{x) alg eine vorgegebene Funktion <p{x) ge- 
dacht wird, von welchen Funktionen f{x) ist p als Diffe- 
rentialquotient (Ableitung) anzusehen?" 

Während die weitere Ausbildung der Differentialrechnung, 
die in der Aufstellung der Taylorschen resp. Maclaurin- 
echen Beihe (g 19) einen gewissen Abschluß fand, dazu 
führte, innere Eigenschaften der Funktionen zu ergründen, 
wird die neue Fn^stellung der Umkehrung des Differentia- 
tionsprozesses gleichfalls ^s Ziel verfolgen, neue Eigen- 
echaÄeD der Funktionen und Zusammenhänge zwischen soldien 
abzuleitai. 

Daß dieser neue Standpunkt, der übrigens schon bei 
Gelegenheit der Quadratur der höheren Parabeln und ver- 
wand}«r Au%aben (Diffr. §§ 3, 4) hervortrat, eine gewisse 
Tragweite besitzen wird, läßt sich schon jetzt ermessen, wenn 
man ihn in Verbindung bringt mit der damals (Diffr. § 12) 
betonten Erscheinung, daß die Ableitungen gewisser trans- 
zendenter Funktionen, wie des Logarithmus und der ^klo- 
metrisohen Funktionen, wesentlich einfachere, nämlich alge- 
braische Funktionen sind. Indem wir uns im Augenblick 
auf die nächstliegenden Fälle dieser Art beschränken: 

werden wir folgern: „Gelingt es erst, die Natur von Funk- 
tionen aus der Kenntnis ihrer Ableitung heraus zu ermitteln, 

*) Ix bezeichnete den natürlichen Logarithmus, (mit der 
Basis e) von x, andererseits der Akzent den ausgeführten FrozeB 
des Differenzieren?. 
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% li Umbehnmg des DiffereotiationspTozeBees. 3 

so wird mait auch die Theorie des Logarithmus, sowie die 
der zyklometriscbea Funktionen — und damit zugleich die 
der trigonometrischen — mittels rein analytischer Prozesse 
direkt auf der Theorie der einfacheren algebraischen Funk- 
...11 während in der ele- 



mentaren Mathematik der Logarithmus erst durch eine Um- 
kehrung des relativ komplizierten Begriffes der allgemeinen 
Potenz und vollends die trigonometrischen Funktionen nur 
mit Hilfe der Geometrie (des rechtwinkligen Dreiecks and 
des Kreises) eingeführt werden." 

Als eine Vorfrage wird sicli erheben : Wieviele Lösungen 
läSt die Umkehrung der DifTerentiation zu, d. b. wieviele Funk- 
tionen gibt es, deren Ableitung eine gegebene Funktion (p{x) 
ist? Aus der Formel lfix) + c]'^f{x) (Diffr. § 13), wo 
unter c eine beliebige (vorläufig noch reell angenommene) 
Konstante, d. i. eine von x unabhängige GrSße zu verstehen 
war, erbellt, da£ die Kenntnis einer einzigen Funktion 
j/ = /(3:), die der Forderung i/==f[x) = tp{x) genügt, sofort, 
je nach der Wahl von c, zu unbegrenzt vielen Funk- 
tionen y = f{x)-\-c führt, die sich dergleichen Eigenschaft 
er&euen. 

Die weiteren Fragen sind nunmehr die, ob außer eben 
diesen, in der Form f{x) -\- c enthaltenen Funktionen noch 
weitere existieren, für die y'=q)(x) ist, sowie andererseits, 
ob resp. unter welchen Voraussetzungen über die Funktion^(3:) 
die gestellte ümkehrungsaufgabe überhaupt stets I^ösungen 
zuläßt? 

Die erstere dieser beiden Fragen ist auf eine einfachere 
zurückfuhrbar. Gesetzt es sei wie eben, y = f{x) eine erste, 
als bekannt vorausgesetzte Funktion mit der Ableitung 
f'{x) = (p[x); ferner y=^g{x) irgend eine zweite, unbekannte 
Funktion mit derselben Eigenschaft, so daß: 

(1) f\x) = q,{x), g'{x) = >p(x), 

so läßt sich hieraus durch Subtraktion die Funktion ip(x) 
entfernen (eliminieren). Mit Eücksicht auf die Begel: 

9'{x)-f{x) = \g(x)-f{x)]' 
(Diffr. § 13) ergibt sich: 

(2) [g(^)-m]'=o. 
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Sieht man daher: 

(3) _F(a;)_J(:t)-Ai) 

als eine ueue unbekannte Funktion an, so genügt es, s&mt- 

liche Funktionen F{x) mit der Eigenschm: 

(I) F-(x) = 

aufzusuchen, um damit auch sämtliche Lösungen g(x) der 

ursprfinglichen Aufgabe T/='f'(x)^gix) zw besitzen; denn 

aus (3) folgt: 

(4) g(x)^f{x)-^F{x). 

Hierin wäre auch die als erste Losung anKeuommene 
Funktion a3s Spezialfall enthalten, da (Diffr. § 13) der kon- 
stante Wert Null für F(x) sicher eine einzelne Lösung von 
(I) liefert. 

Man nennt derartige Gleichungen vom Charakter (I), 
in denen neben bekannten Größen reep. Funktionen, Diffe- 
rentialquotienten unbekannter Funktionen auftreteu, „Diffe- 
rentialgleichungen", und es ist dann eine Hauptaufgabe 
der „Integralrechnung"*), solche Gleichungen zu „lösen", 
d. h. jene unbekannten Funktionen daraus zu ermitteln. 

Behufs Lösung der DifFerentialgleichuug (I), die von 
allen DifferentialgleichuDgen als die einfachste zu betrachten 
ist, und anderer, beschränken wir uns auf Funktionen**), 
für die der Cauchysche Mittelwertsatz (Diffr. § 15) gilt, 
die also, wenigstens in einem gewissen Intervalle («, 6) von 
X, überall eindeutig und stetig sein und auch nur einen 
eindeut^ bestimmteu und stetigen Differentialquotienten be- 
sitzen sollen. 

Im vorliegenden Falle, wo angenommen wurde, daß die 
Gleichung (I) in einem Intervalle (o, h) erfüllt sei, ist die 
Eindeutigkeit und Stetigkeit des Differentialquotienten der 
gesuchten Funktion F{x) von selbst erfüllt, da derselbe überall 
in dem gedachten Intervalle den Wert Null haben soll. 

Sei a<6, seien « und ß (a<.ß, «^0, ß-^b) irgend zwei 
Wert« von x im Intervalle (a, b), so gilt nach unserer An- 

'*) Die Bedeutung de» Wortes „Int«gralrechnung" wird sich 
erst in § 4 zeigen. 

**) Im folgenden sollen also, wie damals, unter „Funktionen" 
Kcblechtweg solche verstanden werden, die, wenigstens in einem 
gewissen Intervall, den Cauchysohen Mittelwerteatz zulassen. 
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DfJime Sber die Natur der Funktion F{x): 

Da aber F'[x) für sämtliche Werte x des Intervalle» 
(a, b) verschwinden soll, so folgt aus (5) F(ß) = F{ix), d. h. 
die gesuchte Funktion F{x) kann im ganzen Intervall {a, h) 
nur einen und denselben Wert F{a.) = c annehmen. 

Dieser Ausgangswert F{ix) = c ist dingen willkürlich 
wählbar; in der Tat ergab sieh ja (DifTr. § 13) aus der Defini- 
tion der Ableitung, daß die nach der unabhängigen Variabein x 
genommene Ableitung einer beliebigen, in einem Intervall 
konstanten, d. i. von x aoabhängigen Größe daselbst Sberall 
verschwindet. Somit gilt nach Obigem auch die Umkehrung 
dieses Satzes, die als „erster Fundamentalsatz" der In- 
tegralrechnung bezeichnet sei: 

L „Eine Funktion F{x), die in einem vor- 
gelegten Intervalle überall der Differential- 
gleichung (I) F'(x) = genügt, kann daselbst 
nur eine Konstante*), d. i. eine von x unab- 
hängige Größe sein." 
Für da« Verständnis dieses Satzes und der damit ver- 
bundenen Äusdrucksweise erscheint es erforderlich, den Be- 
griff einer „konstanten" Lösung von (I) näher zu präzisieren. 
Eine einzelne, beliebig herausgegriffene Lösung einer Diffe- 
rentialgleichung heiße eine „partikuläre" Lösung derselben. 
Für eine solche Lösung von (I) ist also der Wert von F{x) im 
Intervalle {a, b) stets ein und derselbe, etwa gleich Cj. Für 
irgend eine zweite partikuläre Lösung sei der feste Wert von 
F gleich C}, usf. Um demnaob alle partikulären Lösungen 
von (I) darzustellen, müßte man eine unb^;renzte Beihe von 
Gleichungen der Form: 

(6) J'=Ci, -F = Ca, i^=C3,... F^c,,... 
ansetzen, wo die Konstante c sämtliche (reellen) Werte an- 
zunehmen fähig sein soll. Hierfür gewinnt man einen be- 
quemeren Ausdruck, wenn man das System der Gleichungen (6) 
in die einzige Gleichung: 
(H) -f-c 

*) Wir beschrftnken uns vorderh&nd auf reelle Konstante; 
erst in Abschnitt IV aollen auoh komplexe Konstant« mitberUck- 
Bichtig:t werden. 
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zuBamineimeht, mit der Festeetzimg; Für jede partikulare 
Lösung VOQ (I) bat die Konstante c einen beliebig heraus- 
gegrifTeneo, dann aber für das ganze Intervall festzuli alten den 
wert; gebt man indessen der Reibe nach (stetig oder auch 
imstetig) von Lösung zu Lösung über, so „variiert" auch 
der Wert der Konstanten, d. h. sie nimmt der Keibe nach 
andere und andere Werte an, und umgekehrt erzeugt sie eben 
dadurch die verschiedenen Lösungen von (I). In diesem 
Sinne spricht mau, trotzdem scheinbar eine contradtctio in 
adjecto vorliegt, von einer „willkürlichen" oder „vari- 
ierenden" Konstanten, oder auch von einem „Parameter" c. 
Die Lösung (II) von (I), die somit alle möglichen Partikular- 
lösungen umfaßt, heißt die „allgemeine" oder „voll- 
ständige" Lösung von (I) (und entsprechend bei anderen 
Differentialgleichungen). Damit gewinnt der Fundamental- 
satz I die genauere Fassung: 

r, „Die vollständige (allgemeine) Lösung 

der für ein vorgelegtes Intervall erfüllten 

Differentialgleichung(I) F'{a;)=^0 ist daselbst 

eine willkürliche Konstante." 

Damit läßt sich aber auch auf Grund von (4): g{x) = f(x) 

-f F{x), die ursprüngliche Frage nach der vollständigen Lösung 

der (für ein gewisses Intervall erfüllt gedachten) DifFerential- 

wo ip(x) eine vorgegebene, y eine unbekannte Funktion be- 
deutet, die vorläufige Antwort zu; 

n. „Kennt man (für das vorgelegte Inter- 
vall) auch nur eine einzige partikuläre Lösung 
y = f{oc) der Differentialgleichung (III), so er- 
gibt sich daraus deren vollständige Lösung 
in der Gestalt: 

(IV) y = m + c, 

wo unter c eine willkürliche Konstante zu 

verstehen ist," 
Die wesentlich schwierigere Frage, die nunmehr mit der 
zweiten der beiden oben aufgeworfenen Fragen zusammen- 
fällt, ob denn eine partikuläre Lösung y^f[x) von (III) 
stete existiert, soll erst später (§ 4), und zwar, unter gewissen 
Voraussetzungen , in bejahendem Sinne entschieden werden. 



8 2. Trigonometrisohe Funkticnen u. d. Eiponentiftlfunktion. 7 

Zuvor m^;eQ für den Satz H einige Anwcndnngen 
g^ebeD werden, einmal (§ 2) analytische, die auf die Natnr 
der trigoDocnetriBclien Funktionen einerseits, der Exponential- 
funktion und des Logarithmus andererseits neues Licht zu 
werfen geeignet sind, sodann (§ 3) geometrische, auf die 
Quadratur von Parabeln und anderer Kurven. 

Zu dem Behuf, wie überhaupt für die Lösung vieler 
Äuf^ben, erscheint es zweckmäßig, das obige Verfahren, das 
die Reduktion von (III) auf (I) bewirkte, in Verknüpfung mit 
dem Fnndamentalsatze I, in einer besonderen Regel nwder- 
zul^en: 

HI. „Stimmen für zwei Funktionen f{x), g{x) 
die Ableitungen f'{x), g'(x) für alle Werte a: 
eines vorgelegten Intervalles überein: f(x) 
^=^(x), so können sich die beiden Funktionen 
f(x), g{x} daselbst nur um eine willkürliche 
Konstante unterscheiden: 
(V) g{x)^f(x) + c." 



§ 2. Trigonometrische Funktionen and die Exponmtial- 
firnktion. 

Nach Diflr. § 9 ist (ein3;)' = C08a:, (co8a;)'= — sina:, 
also (8inie)"= — sina;, (cos«)"= — cosa;, somit wird auch, 
wenn a, b zwei willkürliche Konstant« bedeuten: 
(1) (a sina; + b cosa;)" = — (o sina; + 6 cosa;) . 

Umgekehrt fragen wir jetzt nach allen Funktionen i/ 
von x, c&e der Ci^rentialgleichung*'): 

(2) r — 9 

genügen. Multipliziert man (2) mit 2^ und berücksichtigt, 
daß ^mäß Diffr. § 11) 2i/'i/" die Ableitung von y'', und 
— 2yff die Ableitung von — y* ist, so ergibt sich (y'*)'=(—y')', 
also auf Grund der Regel III des § 1: 

*) Diese Differentialgleichung ist von der ,, zweiten Ord- 
nuDg". Allgemein heifit eine Differentialgleichung {in einer un- 
abhängigen Variabein x und einer abhängigen y) von der n'*° Ord^ 
aung, wenn die hOobst« in ihr auftretende Ableitung von y die 
ny ist. 



.J.1 Google 



8 S ^- TrigoDometrische Funktionen u. d. Exponentiftlftinktion. 

(3) y'* = c»-yS y'-yc»-y*, 

wo die wilßjürliche Konstante in der positiven Fonii c' ge- 
schrieben ist, da eine n^ative Konstante keine reelle Lösung 
von (2) liefern würde; aus demselben Grmnde sei y^^c-. 

Das Vorzeichen der Quadratwnrzel wähle man vorerst 
positiv. 

Da auf der rechten Seite von (3) nur y als Variable 
auftritt, so 11^ es nahe, anch links verm^ der Formet 

y" = 1 :-=- (Difir, § 10) p als nnabhSn^^ Variable einzufahren : 

(4) ^^_ 1 - -1 



wo e poeitiv zu denken igt, oder noch besser, beideiseits die 
GröBe: 

(5) —f. 

T\ . ji , 1 Tl.-«. o ..\ «i^ dx du idx 

Dann wird (nach Dinr. S II) t- = -^'t-= --;-, wo- 
^ ^ ' dtf du dp cdu' 

durch (4) die einfachere Gestalt erhät: 

(6) ^ = -^i^. 

Auf die Differentialgleichung (6) wird die B^l m des 

§ 1 von neuem angewandt. Da (nach Diffr. § 10) _^ 

die Ableitung von arc sinu nach u ist, so kommt, wenn für u 
wieder sein Wert ~ (5) eingesetzt wird und a^ eine zw^te 

willkürliche Kooetante bezeit^net, als allgemeine Lösung von 

(6) und damit von (2): 

(7) x-\-x^'^ arc sin — , 

oder, wenn man von beiden Seiten von (7) den Sinus bildet, 
nadi dem Additionstheorem dei Trigonometrie (s. diese Samm- 
hmg Bd. m, § 43): 

(8) y = csin(a; + ■*b) = ccoaai, sina; + csina^, coaa: ■ 



§ 2. TrigoaoinetriBohe FunktkineD u. d. Exponentialfunktion. 9 

Hier laeseü sich ereichtlich die Faktoren eeosX/,, emix^ 
als zwei beliebige Eonstanten a , b auf&ssen, so daß (8) die 
Greetalt annimmt: 

(8') y^asiax + b eosa; . 

Denn aus: 

(9) a=c cosa^ , 6 = c sin j:^ 

folgt röckwärts, bei beliebig gegebenen a, & ßir c, ^ die 
eine Lösung*). 

(10) c = +yo* + fi*, eosa:^ = -, sina;o=- . 

Bei Annahme des negativen Vorseiehens der Quadmt- 
wurzel in (6) würde in (7) statt des arcainus der arccosinus 
eintreten, was aber die Form (8') der allgemeinen Lösung 
nicht indem würde. 

Somit g^t der Satz, der die Umkehrbarkeit der Formeln 
(1), (2) aosqiricfat: 

I. ,^s erscheinen sin^ und ooax als Parti- 
kularlösungen der Differentialgleichung 
2. Ordnung y"-\-if=0, aus denen sich die all- 
gemeine Losung ^=asina^4'&cos,)^ mittels zweier 
willkürlicher Konstanten a, b linear zu- 
sammensetzt." 
Diese beiden Partikulariösutigen sin.£ , cos j; lassen sich 
aber noch auf andere Weise charakterisieren. Sucht man 
aus der allgemeinen Lösung y diejenige partikuläre heraus, 
die für x = verschwindet, während y" für a: = zugleich 
den Wert 1 annehmen soll, so hat man offenbar ö = 0, a = 1, 
i. e. p-^einx. Und entsprechend führen die Forderungen 
y(0) = 1, y'{0) = zu& = l, a = 0, i. e. y^-cosa:. Man nennt 
einen derartigen Wert des Argumentes, wie hier x=0, einen 
„Anfangs wert", und derartige Bedingungen, die die Werte 
von y und y' fär letzteres Aipiment festlegen, „Anfangs- 
bedingungen"'. Dann erfährt der Satz I die Vervoll- 

la. „Aus der allgemeinen Liöeuag y = asiitx 
-\-bcoBX der Differentialgleichung y"+g = 

*) Geometrisch bedeuten die Gleichungen (10), daß c, x, die 
Polarkoordinat«n eines Punktes in der Ebene sind, det die recbt- 
winUigen Eoordinftten o , b besitzt (s. diese Bammlnng Bd. VIII, $ S). 
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eefaen die FartikularlSsaDgen fänx, reep. eoBX 
hervor durch die dem AnfaDgawert X'^'O ent- 
spreche ndeD AnfangabedinguDgen: y(0)*-0, 
y'(0) = l, reep. |/(0} = 1, y'(0) = 0." 
Endlich aei noch folgende Beobachtung gemacht. Die 
Ableitung y = acoB.^ — öama: der allgemeinen Lösung {8') 
y = asina; + &cOBa: von (2) t/'+iJ-^O, sei udt z bezeichnet, 
dann ist ersichtlich: 

(11) P'=s, /=— y. 

Aber auch umgekehrt ist dieses , System" von zwei 
Differentialgleichungen I.Ordnung für die beiden unbekannten 
Funktionen y, b von x geeignet, die eine Differentialgleichung 
2, Ordnung y"-\-y=^ zu ersetzen. Denn aus (11) folgt 
wiederum: 

(12) y"+y=0, 5"+«-0; 

mithin ist sowohl ^ als « unter den Lösungen von y"+y = 
zu suchen, aber gemäß (11) in dem Zusammenhange, daß, 
wenn man y als allgemeine Lösung von (2) in der Form 
S = 08inr(; + 6cos3; wählt, b völlig bestimmt ist durch: 

(13) s = y'-= — ft sina; + o cosa; , 

und andererseits, wählt man e als allgemeine Lösung von (2) 
in der Form e = aBva.x -^-bnosx , y völlig bestimmt ist durch: 

(14) y = —^—-\-h6mx~aco»x. 

Nunmehr lassen sich die Partikularlösungen y=^max, 
0=aoBX von (11) durch noch einfachere Anfangsbedingungen 
festlegen. Denn wählt man etwa die erstere der obigen Daiv 
Stellungen, y = aBiox-\-bc(}Sx, is = — bBmx + aQOBX, so er- 
geben die Forderungen j/(0) = , s{0) = 1 B<^leich 6 = 0, 
a=l, i.e. y^sinx, z=cobx. Man hat demnach als weitere 
Ergänzung zum Satze I: 

Ib. „Es erscheinen sina: und cosa: auch als 
Partikularlösungen des Systems von Diffe- 
rentialgleichungen 1. Ordnung y'=«, «'=-— y, 
aus denen sich die allgemeine Lösung mittels 
zweier willkürlicher Konstanten a, b in der 
Form y -= a smx + b CORX , «= — fcsina^ + ooosa: 
linear zusammensetzt, und zwar sind die 
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Partiknlarlöenngen y= wnx, z = cwx durch die 
ÄnfangebedinguDgen ^(0) = 0, «{0)=1 charak- 
teriBiert." 
Analoge Betraclitungen lassen aioh ober die ExpODential- 
fonktion e* resp. e~" anstelleD. 

■ Nach Diffi-, § 12 ist {ff= e, («-')' «-', also (e^'=c«, 

(g-it)"=c-»; demnach gilt auch, wemi wiederum unter a, h 
zwei willkürliche Konstante verstanden werden: 

(15) {ae'+Ä«-^"=oe'+&e-'. 

Es entsteht abermals die Umkehrungsirage, ob auch sämt^ 
liehe LÖeui^D der Differentialgleichung 2. Ordnung; 

(16) f=y 

dnrch : 

(17) i/ = oe'+fce-' 
geliefert werden? 

Man verfahre wie obeu bei (2) und multipliziere die 
Gleichung (16) mit 2/, so kommt auf Grund der Begel III 
des § 1: ^__ 

(18) t^^^^c, ^^it^c, 

wo c eine willkürliche Konstante ist (^ y% uud das Vorzeichen 
der Quadratwurzel vor der Hand positiv genonmien werda 
Führt man y als unabhängige Variable ein, so geht (18) 
über in: 

(19) ? = -?^— 
dy -^yt-^c 

Es ist zu zeigen, daß die durch (17) definiert« Funktion 
X von y gerade sämtliche Lösungen der Differentialgleichang 

(19) erschöpft 

■ Aus (17) folgt y=ae'— fee-'^, mithin auch: 

(20) y + y=2ae^, jf-y'-=26e— , 
und damit: 

(21) a:«% + /)-?(2ß), y»-y'ä = 4o&. 



(22) c = 4a6, x^ l{2a), 

so erhfilt man die durch (17) bestimmte Funktion x von y 
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In der Tat stellt (23), auf Grund der R^el III des § 1, 
die allgemeine Lösung von (19) dar, wenn c beidemal die- 
selbe willkürliclie Konstante, x^ eine zweite willkQrlic^e 
KonBtante bedeatet, und die Quadratwurzel beidemal das 
positive Vorzeichen eiMlt. Denn die Differentiation von 
(23) nach y liefert, nach dem Muster von Difir. § 14, 
S. 178, Nr. (54): 

(19) ? = 7=^- 

dy ^yfZTc 

Umgekehrt lassen sich verm^ (22) statt der Kon- 
stanten c, Xa die Konstanten a, 6 einfOhreu; es er^^bt 
sich *) : 

(24, . = «1-. .= f. 

Die nämlichen Beziehimgea (24) lassen sich auch direkt 
aus (23) herleiten. Denn fGhrt man in (23) statt des Lo- 
garithmus wieder dessen Umhehning, die Exponentialfunktion, 
ein, so kommt: 



*> Bisher ist die Konstante a stillschweigend als positiv 
vorauBgeeetzt worden. FOr ein negatives a tritt eine f[eringe 
Hodifikation ein. Setzt man alsdann a = — a, , so wird in (20) : 

y-\-y' = — ^<h^, 

demgernftg tritt an Stelle von (21): 

x = l[^iy + y)]-l&a,), y'-y" = -ia,b, 
»n Stelle von (22): 

c = — iaib = iab, x, = — Hia,), 
wahrend (23) abetgeht in: 

x = l{-ly + \iyi-7)\ + X,, 
w&hrend (19) bleibt. Endlich ist (24) zo ersetien durch: 



in (26) Andern beide rechte Seiten ihr Vorzeichen, so daS scblieS- 
lich wieder y^aef^-^-be—" resultiert. 
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~c = 
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■«* 








(26) 1 
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y- 


-l/^ 
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— ß- 




j,+yjc-c 




«^ 






mithin dnich Addition: 














(26). = --^+-- 






- + 


e— '■ 


2 


~a<f 


+ te-, 



woraus die Helatdonen (24) folgen. 

Gibt man der Quadratwurzel in (19) das n^ative Vor- 
zeichen, so vertauschen sieh nur e* und e~'. 

Aus der allgemeinen Lösung (17) von (16) lassen sich 
wiederum die Partikularlösungen e* und e-' durch einfache 
Anfangsbedingungen charakterisieren. 

Soll [5i x^O die Funktion y (17) nebst ihrer Ab- 
leitung y' den Wert 1 annehmen, so kommt a-\-b •= 1 , 
a — 6=1, d. i. a=l, Ä = 0, also y = e'; soll dagegen 
y(0) = l, /(O) 1 werden, so entsteht: 

a + Ä=l, a — &=---l, d. i. = 0, 6—1, oder y = e-^. 

Diese Ergebnisse faßt der Satz zoeammen: 

n. ,J)ie Exponentialfunktionen C und e-* 
erscheinen als partikuläre Lösungen — mit 
den Anfangsbedingungen ^(O)'-!, ^(0)=1, 
resp. y(0)=l, y'(0)= — 1 — der Differential- 
gleichung 2. Ordnung y"=y, deren all- 
gemeine Lösung sich aus jenen beideu mit- 
tels zweier willkBrlicher Konstanten a,b in 
der Form y~a^ + be~' zusammensetzt. 

Zugleich stellt ^ = /[±(y+ Vy*--c)] + a^') 
die allgemeine Lösung der Differentialglei- 
chung 1. Ordnung -T^=yy* — c, oder, was das- 
selbe ist, von ^— = dar, wenn c eine 

dy ^^^^c 



*) Hier ist das positive oder negative Vorzeichen lu wählen, 
je nachdem y -\- Vy' ^c einen positiven oder negativen Wert 
annimmt. 
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beliebie gegebene Konatante, Xg eine will- 

knrlicbe Konatante bedeutet." 

Aaeb der Säte Ib findet jetzt sein Analogen. Die 

Differeotialgleichnng 2. Ordnung (16) läßt Bi<^ «raetzen dnrcb 

das System der beiden Differentialgleichungen 1. Ordnung: 

(27) ^ «, / y. 

Denn y and z genfigen alsdann wieder gleichzeitig der 

Gleichung (16), und zwar so, daß, wenn y die allgemeine 

Lösung y = (itf' + 6ß-' von (16) ist, b= — ae*+ö«~* wird. 

Üb. „Zugleich erscheinen jetzt y = ^ und 

s = e-' als PartikularlSsungen von (27) mit 

den Anfangsbedingungen: y(0) = l, «(0)^1." 

Denn letztere ergeben \m-a-\-h, !■=»—&, d. i. a=l, 

fc = für y, oder y=-^, und damit 3 = e-'. 

Diese Betmchtongen über die EzpouentialfuuktioDen 
0^ , e~* sollten die Änalt^e zwischen ihnen und den trigono- 
metrischen Funktionen sinx, gos:z: hervortreten lassen und 
zugleich die wichtige zweite Hilflc des Satzes II liefern. 
Will man sich auf die ExponentialfunktioD beschränken, so 
Hegt es nSher, auf die Formel: 

(28) {ff~^. 

oder anf die entsprechende Formel für den Logarithmus: 

(29) (!«)'->- 

die Regel m des § 1 anzuwenden, um sofort den Satz zu 

eriialten: 

m. ,J)iejenigen Funktionen y von x, die 
mit ihrer Ableitung zusammenfallen, so daß 
y' = y, sind durch y^c0 dargestellt, wo c 
eine willkürliche Konstante ist, und die 
Exponentialfunktion ^ selbst erscheint als 
die der Anfangsbedingung y(0)=^l genügende 
partikuläre Lösung von y'=y. 

Andererseits sind diejenigen Funktionen 

y von X, für die y'= — , durch y = lx-^h be- 
stimmt, wo h wiederum eine willkürliche 
Eonstante ist, und der Logarithmus Xx selbst 
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$ 2. Tiigonometrische Funktionen u. d. Exponentialfunktion. 15 
aU die der ÄafaDgsbedingung ^(1)=>0 ge- 
nügende Partikularlösung von /=■ — ." 

Aber die Regel III des § 1 leistet mehr, sie läßt auch das 
f^dditionstheorem" des Lr^arithmus (s. diese Sammlung 
Bd. I, § 32), and damit zugleich das der Exponentialfunktion, 
unmittelbar erkennen. 

Denn sei x ein beliebiger (positiver) Wert des Aigu- 
mentes, a eine beliebige (positive) Konstante, so gilt die 
Identität : 

(30) a- — = -. 

ax X 

Da aber die linke Seite von (30) die Ableitung von 
l(ax) ist, die rechte die von Ix, so liefert die R^el III 
des § 1 : 

(31) l{ax)^lx + k. 

Hier hängen die beiden Konstanten a und k einfach 
miteinander zusammen, da sich aus (31) für x = l die 
Relation: 

(32) k^la 

ergibt Substituiert man diesen Wert von k in (31), so 
kommt: 

(33) lx + la = l{ax) , 

d. i. aber das Additionstheorem des Lc^arithmns, aus dem 
das der Exponentialfunktion ^, als der Umkebrung von Ix: 

(34) e''g' = 6'+" 

von selbst folgt Es läßt sich demnach der Satz aus- 
sprechen : 

IV. ,J>aB Ädditionstheorem (33) des Loga- 
rithmus tx, und damit auch dasjenige (34) 
der Exponentialfunktion ä' , erscheint als 
direkte Anwendung der Regel HI des § 1 auf 

die Differentialeigenschaft y=— des Loga- 
rithmus Ix." ^ 
Auf Girund von (33) läßt sich die allgemeine Lösung 

(Satz in) y = lx + k von y* = — in eine für viele Zwecke 
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bequemere Form bnDgen. Demi fOhrt man statt der wiU- 
kSrliclien Konstanten k die durch (32) k = la (oder, was 
daseelbe ist, durch a~^ bestimmte andere Konstuite a 
ein, so geht y^lx-j-k über in ^ = l{aa:). 

Weniger einfach ist die analoge Behandlung des Äddi- 
tionstheoremes der trigonometrischen Funktionen 8in:r, 
cos^, d. h. der für irgend zwei Argumente x, et geltenden 
Formeln : 

!sin{3; + a:) = sina;cosa + co8a;8in« , 
cos(a;4-ix) = cosa;co8« — sinaisin« . 

Beim Beweise des Satzes I wurde die erste (resp. 
zweite) Formel (35) dazu benützt, die allgemeine Lösung (8): 

)/ = c8in(a: + a^), (resp. y = c co^ix -\- x^]) 

von (2) y+y = in die Form (S*) y —asmx-\-bfio&x zu 
bringen. 

Sollen jetzt umgekehrt die Formeln (35) aus der 
DifTerentialgleichung (2) hergeleitet werden, so gehe man 
davon aus, daß jedenfalls jede Funktion y von der Form 
a siii:r + £ cos^c der DifferentialgleichuDg (2) genügt, sich also 
in die Gestalt von deren allgemeiner Lösung (8): 

y^ce.m(x-\-Xo), (resp. y^ccfszix^x^)) 

bringen lassen muß. Dies gilt auch im besondem, wenn 
a und h nicht mehr ganz willkürlich sind, sondern von 
ein- und derselben Konstante a abhängen, und damit das 
gleiche von c und x^ gilt, so daß: 

(36) a(a.) smx + b{<x.)Gosx = c(«) sin[a: + x^{a.)\ . 

Es soll zuvorderst die Bedingung au%esteUt werden, 
unter der die linke Seite von (36) eine Funktion von x-\-cn. 
allein ist. 

Diese Frage werde sc^eich verallgemeinert. £s liege 
überhaupt eine Funktion zweier Variabeln x,y in der be- 
sonderen Form vor: 

(37) •p{x,y)-f{x-{-y) = m, s = x + y, 
so ergibt sich (gemäß DifFr. § 11), da: 
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(I«_5« , Btp df dz dq>_df 6g 

dx dy ' dx da dx' By daSy' 

die Identität: 

Bw dtp 



(38) 



dx By ' 



Umgekehrt sei diese BediDgung (38) für eine unbekannte 
Funktion <p{x,y) erfüllt. Man führe dann statt x,y zwei 
neue "Variable ein, deren eine, «, mit der Summe x + y ta- 
sanunenfalle, während die andere, v, etwa als die Diäerenx 
x — y gewählt werde: 

(39) « = a: + y, v = x — y. 

Dann gilt rückwärts: 

M + tJ « — « 



(40) 

und die partiellen Abteitungen von x,y nach u,v erhalten 
die Werte: 



^ ' Bu~ 2' Bv~ 2' Bu 2' dv"" 2' 

Aus der vermöge (39), oder (40) bestehenden Identität: 

(42) ■p(':,S)-<p(^. "^j-vK»). 

WO yi dieselbe Funktion wie (p, aber angefaßt als solche 

von M,v bedeute, er^bt sidi (gemäß DifFr, § 13) für -j^-t 



(43) 








B^dy 
By Bv' 






oder wegen 


(41): 












(U) 




dy, 
Sv' 










oder endlich 




vorausgesetzten 


Identität 


(38); 


(4ü) 






H- 








W.Fr.Mej« 






2 


,Gc 
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Dies sagt aber zntolge des ersten Fundamentalsatsea I 
(§ 1) &ua, daß die Funktion yi {u, v) (42) in bezug auf die 
zweite Variable v eine Konstante ist, d. h. Oberhaupt nicht 
von V abhängt Mit andern Worten, die Fnnktioa <p{x,y) 
(42) ist eine Funktion von u = x-\-jf allein. Wir sind so 
zu dem wichtigen Hilfasatze geffihrt; 

y. „Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür, daö eine Funktion tp(x,jf) 
eine Funktion von x-{-y allein ist, wird durch 

die Identität -^ = -^ gegeben.*)" 

Wendet man diesen Satz auf die linke Seit« von (36): 

(46) fp(x, a.) = a{ix) 8ina; + Ä(«) cos»; 

sn, so hat man zu bilden: 



Sx 


= »»B.- 


-bsaix, 




db da 


sind;. 




Die 


Identität 


ix 




ist 


dann 


imd 


nar 


dann 


er- 



fällt, wenn: 

,,„, db , da 

<*'' —d^- ''—di- 

Dies ist aber gerade das STstem (11). Wir benutzen hier 
nur die Tatsache, daß h = Bia(%, a = coBK eine partikuläre 
LöBUt^ von (48) darstellt. Somit ist das Aggregat sin^cos« 
+ cosd:eiDa eine Funktion von x+at allein; da es aber 
andererseit« mit Rücksicht auf (36) von der Form 

c(ot)Bm[x + Xt,{(x)] 

ist, 80 ist a^o = a und c eine von x wie von a. imabhSn^ge 
Konstante, d. h. eine feste Zahl. Um e zu bestimmen, eetee 
man etwa für x den Wert Null, so wird siiia = e8inA, 
also c ^ 1. 

Genau entsprechend wird die zweite Formel (35) ab- 
geleitet. 

*) Entsprechend gilt für eiae Funktion <?(?), y) von x — y 
allein die Identii&t ■^=^ — ~-, und umgekehrt. 
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£s gilt demnach der Satz: 

VI. „Das Addition8tlieorem(35) der trigoDO- 
metrisohea Funktionen sinrc und cOB:r er- 
scheiot als eine Verknüpfung von deren 
Differentialeigenachaften mit der Regel III 
des § 1 und dem Hilfssatzc V." 
Überblickt der Leser die vorstehenden Entwickelangea 
fiber das Additionstbeorem der Funktionen e', Ix, sin:c, cosir, 
BO wird er den Einwand erheben, daß man sich in Wirk- 
lichkeit dooh nur im Kreiae herum bewegt habe, da ja bei 
der Änfsuchung der Ableitungen jener Funktionen {Di£Fr. 
§g 9, 12) jene Additionstheoreme verwendet seien. 

Dieser Einwand wäre berechtigt, wenn man eich auf 
die obigen Entwickelungen beschränken wollte. Offenbar 
sind wir nur von neuem auf die in § 1 erhobene Frage 
zurüc^ekommeu; gelingt ee erst, direkt die fkistenz und 
die elementaren E^nechaft^i der Funktionen y zu ge- 
winnen, ftr die resp. / = — , /= — ■ ist, ohne sie 

etwa stillBchweigend zu benützen, so werden auch die obigen 
Herleitungen der Additionstheoreme zu wirklichen Beweisen. 
Das tritt noch deutlicher hervor, wenn wir, in Nach- 
bildung des obigen Verfahrens, auch das Additionstheorem 

der Funktion y = i%x = ableiten. Nach Diffr. § 9 ist, 

da ^^^= 1 -l- tg^a:, y= 1 -h tg»3;, also y"= 2 tg;c(H- tg«») , 

mithin genügt die Funktion y — tgx, und desgleichen auch 
die Funktion y=— cotga; der DifFerentialgleicbuag 2. Ordnung: 

(49) y"-2yy=0. 

Einmalige Int^ration von (49) liefert, da 2yy'=(^ä)', 
nach dem Satze I des § 1, für c als eine willkürliche Kon- 
stante: 

(50) y'=y* + c. 

Da i^x und — cotga; spezielle lineare gebrochene Funk- 
tionen von svax und co9x sind, frage man allgemeiner nach 
solchen linearen gebrochenen Funktionen y von sin a: und cos :c: 
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,_,^ aBin:c4-bcos3: 

(51) i/= — -• r~i f 

die der Forderung (49) und damit auch (50) genügen. 
Setzt man zur Abkürzung: 

(52) ad — hc = Dy c amx + rf cosa: = J/ , 

so führt ein- reBp. zweimalige Differentiation von (51), uach 
Diffr. §§ 11, 13, zu: 

(53) * 

\ ^'^ — 2DN~'(cco8X- r^sin^), 
somit zu: 

1 2j/y'= 2DJP*(o8ina;+feoosÄ), 

l y"= — 2I>K-*(ccoBa: — dsina:). 

Soll (49) in X identisch »Br die Funktion y (51) erfüllt 
sein, 80 igt dazu notwendig und hinreichend, daß: 
(56) sina:(a -d) + eoBx(b + c) = , 

mitiiin: 
(56) a = rf, ö = -c, 

wodurch if (51) die Gestalt annimmt: 

_ a Binx + fe C083; 
^' ' —b sina: + a oosar ' 

oder, wenn man die Konstante - in die Form tgtx setet: 

(570 , = ^^. 

l-%a7tg« 

Daher ist die Funktion t/ I5T) mit der einen willkür- 
lichen Konstanten a sicher in der allgemeinen Lösung von 
(49) resp, 50 enthalten. Bildet man aber, gemäß (50) für 
y (bT) die Differenz y'—y^, so kommt: 

d. h. für die LSsungcm (57') von (49) resp. (50) besitet die 
Konstante c den Wert Eins. 
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Danach ist t/ (57'), mit der willkürlioben Kon- 
stanten tx, die allgemeine LSsnng der Differential- 
gleichung 1. Ordnung*): 

(69) ,/-j,.^l „der |; = f^,. 

Die Gleichoi^ (59) ist aber auch leicht unmittelbfu- auf- 
zulösen. Da, nach Diffr. 6 10, , - * r^- , «> ereibt 

1+9* dy ^ 

der Satz I des § 1 als allgemeine Lösung von (59), mit der 
willkürlichen Konstanten x^: 

(60) a: + j^u = arc tg (/ oder y = i^{x + x^) . 

Der Vergleich mit (570 'ehrt die Ubereinstimmang der 
beiden Darstellungen von y: 

(6t) <g(« + ^.)-,'e±^-'' . 

' *»V r 0' j — tg«tg« 

Um noch den Zusammenhang zwischen den beiden will- 
kürlichen Konstanten as^ und a. zu ermitteln, bedenke man, 
daß aus (61) für x = die Belation tga: = tga hervoigeht, 
so daß (bis auf Vielfache von 2ji) a^ entweder =« oder 
aber = a + jr sein muß. Da aber tg(a:^ + a + Ji) = tg(a^ + «) 
ist, so ist damit das Ädditionstbeorem der Funk- 
tion tga: abgeleitet: 

(e„ w.+.,=Ji5±J?^..,, 

aus dem bekanntlich in elementarer Weise wieder die Ädditions- 
theoreme von sin^c und coso; hergeleitet werden können. 

Auf die erste und wichtigste Frage (§ 1, S. 3), die der 
Existenz von Funktionen, deren Ableitung oekannt ist, geheu 
wir, wie schon bemerkt, in § 4 ein. 



*) Man hStte, auoh ohne den scheinbaren Umweg Ober die 
Differentialgleichung 2. Ordnung (49) zu nehmen, direkt von der 
Differentialgleichung I, Ordnung (59) ausgehen und durch Ver- 
gleich mit (51) au der LöBuug (570 gelangen können. Die er- 
forderliche Beohnung, die BchlieBIich zu (56) führt, ist aber weniger 
einfach und durchsichtig, als die im Texte im Anschluß an (49) 
und in Analogie mit (2) gegebene. 

**) In der Tat bestftti^ man leicht mittels des Satzes V, daß 
die rechte Seite von (61) eine Funktion von x-^a allein ist. 
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§ 3. Die Pu-abelqudratnr. 

Das Problem der Quadrator der Parabel wurde m 
Difir. (§ 3) mit elementaren Mitteln behandelt. Die auf- 
gewandte Rechnung lieS erkennen, daß die Quadratur und 
analoge Äu^^ben auch für höhere Parabeln und verwandte 
Kurven (DäFr. § 4) auf ähnlichem Wege erledigt werden 
konnten, daß dagegen ffir andere Kurven die, auf der 
SununieruDg der geometriechen Reihe beruhende Methode 
nicht mehr hinreicht«. 

Gestützt auf die Kenntnis der Differentialrechnung und 
den Fundamentalsatz I des § 1 nehmen wir die Aiugabe 




der Parabelqnadratur noch einmal auf, und versuchen sie so 
zu lösen, daß das Verfahren für ebene Kurven überiiaupt 
als Vorbild dienen kann. 

Es sei die Parabel (F^g. 1) wieder auf das recht- 
winklige Acbsensyetem mit der Scheiteltangente als :z>Acbse 
und der Parabelachse als ^Achse bez<^;en, so daß ihre 
Gleichung lautet: 



(1) 



-««). 



wo p den Parameter der Parabel bedeutet. 

Man errichte in den Endpunkten der beiden (positiven) 
Abszissen ex. und /} O ix) die Ordinaten, und begrenze mittels 
dieser und der eingeschlossenen Stücke der Abszissenachse 
wie der Parabel eine geschlossene Fläche, deren zu eT- 
mittelnder Inhalt mit J^ bezeichnet sei 
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Solange die beideD Strecken <x, ß festgehaltea werden« 
Btellt die Fläche mit dem Inhalt J^ eine starre Figur vor, 
wie sie (abgesehen etwa von kongruenter Verschiebung in 
der Ebene) in der euklidischen Behandlung der Geometrie 
üblich sind. Wir stellen uns dadurch auf einen umfassenderen 
Standpunkt, daß wir die Figur in gewisser Art abändern, 
indem wir eine Schar analoger Figuren herstellen, die dann 
miteinander verglichen werden. Zu dem Behuf denken wir 
uns die Eodabszisse ß variabel, und bezeichnen sie daher 
mit X, während die AniangsabszisBe «, wenigstens vorläufig, 
festgehalten werde. 

Man bilde sich etwa die Anschauung, da£ die zu a^ ge- 
hörige Endordinate y (1), wie eine Theaterkulisse hin und 
her geschoben werde. 

Damit wird der gesuchte Flächeninhalt J^ eine, kürzer 
mit J(x) bezeichnete und „Inhaltsfnnktion" genannte, 
Funktion von x, die offenbar*) für jedes x^a eindeutig 
bestimmt und stetig ist. Die Aufgabe nimmt daher die 
Wendung, diese Inhalt^funktion zu bestimmen; zu dem 
Behuf wd man das Gesetz von deren Veränderoi^ unter- 
suchen. Man bilde also den Differenzenquotienten (Diffr. 
§ 8 (IV)): 

J(x+Ax)-J(x) _ dJ{x) 
dx Ax 

Hier kann Ax positiv oder negativ gewählt werden, im 
letzteren Falle sei jedoch x-\-Ax>a,. Sei zunächst Ax 
positiv. Der Zähler AJ{x) in (2) ist geometrisch der In- 
halt des mit abnehmendem Ax immer schmaler werdenden 
Flächenstreifens, der begrenzt wird von der Parabel, den 
beiden zu x und x + Ax gehörigen Ordinaten und dem 
Stück Ax der Abszissenachse. 

Dieser Hächeninhalt AJ(x) ist zwar zuvörderst ebenso un- 
bekannt, wie der Inhalt J{x) selbst, er läßt sich aber, wie 
damals (DiSr. § 3, S. 16) in zwei leicht angebbare Grenzen 
einschließen, nämlioh in die beiden Eechtecke mit derselben 
Grundlinie Ax, und den aus (1) zu entnehmenden Höhen 
y^f{x) resp, y = f{x + Ax); mithin wird: 

*) Die Existenz, Eindeutigkeit und Stetigkeit des Fläofaen- 
iiihallesJ'^<7(a:) werden vorderhand der Ansohftuung entnommen. 



(2) 
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(3) f(x)äx<AJ{x)<f{x+Ax)äx, 

oder nach Division mit Ax: 



m 



Ax 



Sei dagegen zweiteDs der Zuwachs Ax von x negativ, 
und demgemäß für den Augenblick mit —A^x bezeidinet, 
so besitzt der in Eede stehende fläcbenstreifen den Inhalt 
J{x\~J{^ — A^o^, das kleinere der beiden einschließenden 
Rechtecke hat jetit die Höhe flx-^A^x), das größere die 
Höhe f{x), warnend ffir beide die Basis durch die absolute 
Länge A^x augegebea wird; somit tritt an die Stelle von 
(3) resp. (4): 

(3a) f(x- A^x)A^x<J(x)-J(x- Ayx)<f(x)A^x, 

(4.) ««-^..)<-'-<?--A|p'W<rt«). 

Die beiden Doppelungleichnngen (4) und (4bJ sagen im 
wesentlichen dasselbe aus, daß, gleichgültig ob der Zuwachs 
A X von X positiv oder negativ ausfällt, der Differenzenquotient 
von J{x) zwischen den Funktion s werten f{x) und f(x-\-Ax) 
eineescblossen ist, oder, geometrisch gesprochen, zwischen den 
beiden, den fraglichen Flächenstreifen begrenzenden Ordinaten. 

IJßt man nunmehr den absoluten Wert von Ax unter 
jede Grenze sinken, so konvergiert auch, infolge der Stetigkeit 

{Diflr. § 8, S. 75) der Punktion (1) f{x)=f-, der absolute 

Unterschied zwischen den beiden Seiten f{x) und f{x-^Ax) 
von (4) resp, {4a) gegen Null, während zugleich der in der Mitte 
befindliche Differenzenquotient von J(x) in den Differential- 

quotienten ^^^ = J'{3;) übei^bt (Diffr. § 8 (V), S. 79). 

Damit ist für die zur Parabel (1) gehörige Inhaltsfunktion 
J(x) die grundlegende Eigenschaft ermittelt: 

I. jJDer Differentialquotient J'{x) der In- 
haltsfunktion J{x) ist der dem Argumente x 
entsprechende Wert der Kurvenfunktion (1): 



§ 3, Die FarabelquadratuT. 

(I) 

oder, geometrisch ausgedruckt, gleich det- 
Endordinate." 
Nun entnimmt man der Potenzregel (Diflfr. § 11) ohne 
weitere, daß ^ -^ eine partikuläre Lösung der Differential- 
gleichung (I) iflt; somit wird gemäß Satz II des § 1 die voil- 

1 x' 
ständige LöBung von (I) durch 5— ■5- + '' angegeben. Unter 

diesen Lösungen muß die gesuchte Funktion J(x) enthalten 
sein; bedeutet also jetzt c eine unbekannte Konstante, ao hat 
man für die InhaltsfunktJon J{x): 

(5) 

Bisher war daran festgehalten worden, daß die An- 
fangsabszisse cc des zu quadrierenden Flachen Stückes einen 
festen Wert haben sollte. Läßt man diese beschränkende 
Annahme fallen, und demnach oi.[^x) variieren, so wird 
gleichzeitig der Wert von c in (5) variieren, derart, daß zu 
jedem Wert von a ein ganz bestimmter Wert von c gehört. 
In der Tat ist die Eigenschaft (I) für J(x) erfüllt, gleich- 
gültig, welchen Wert c besitzt, andererseits aber auch, von 
welcher Anfangsabszisse «(Oga^a;) man uraprüuglich aus- 
gegangen sein möge. Somit wird c in (5) eine Funktion c{a) 
von « sein, so daß J{x) = J' nunmehr als eine Funktion der 
beiden Veränderlichen « und x erscheint. Um c(ä) zu finden, 
denke man sich wiederum der Anfangsabszisse a einen be- 
liebigen aber festen Wert beigelegt, während die Endabsziase x 
eich derart ändere, daß sie gegen rx konvei^ert. Dann aber 
konveniert, wie die Anscbanung lehrt, der Inhalt J{x) gegen 
Null, da er sich auf eine Ger^e, die Ordinate von et, zu- 
sammenzieht. 

Für x—x geht also (5) über in : 

,6) ^„^0 = 1^ + ., 

d. h. die gesuchte Funktion c von « wird: 
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26 $ 3. Die Parabelquadntur. 

und damit die gesuchte Lihaltefiuiktion J[x): 

(II) j:_j(^)=3--j__-._(».-«.). 

Damit ist die ursprfiDgliche Quadrataraufgabe, d. i. die 
Beatimmiuig des Flächeninhaltes J^ für die Parabel (1) ge- 
löst, man bat nor hioterber der bisher als variabel aufgefaßten 
Endabszisse x den gegebenen Endwert ß beiznl^en: 

überein8timmeDdmitderdamaligenFormel(DifFr.§3(12a),S.19). 
Bemerkt man noch, daß sich die Formel (IIa) auch so 
sebreibeD läßt: 

wo c wieder eine willkOrliche Konstante bedeutet, so läßt sich 

die Bestimmung der Parabelquadratur, wie folgt, formulieren: 

I. n^er Inhalt Jf des von zwei, zu den 

positiven Abszissen «,j8(« <ß)*) der Parabel (1) 



sehen ihnen liegenden Stocken der Parabel 
und der AbszisBenachse begrenzten Flächen- 
stfickee wird erhalten, wenn man in einer 
willkürlich herausgegriffenen partikulären 
Lösung 

1 x^ 
j;(a;) = — ^ — l"*^ *1®'' Differentialgleiohnng (I) 



und sodann die Differenz bildet: 

(üb) Ji-M-sM-" 



'] Offenbar bleibt der 3atz auch für iii>^ erhalten, we 
man für diesen Fall die Festsetzung J^^ — J5 ixiSi. 
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Ea wird nicht übei€fissig sein, die Beetimmung (6a) der 
KoDstanten (genauer: Funktion von a) c m (5) noch auf einem 
anderen Wege herzuleiten, der zugleich die geometrische Be- 
deutung der Formel (IIb) hervortreten läßt 

Man gehe von irgend einer positiven Anfangsabszisse 
Xi(<ix] aus, und bezeidme deragemäB den zugehörigen Wert 
der uubekamiten Konstanten c in (5) mit c^ , so eihält man: 

Wählt man nunmehr einmal ß, das andere Mal a als End- 
abesisse eines Inhaltes J^^ reep. J'^, so kommt: 

mithin durch Subtraktion: 

wo die rechte Seite mit der von (IIa) resp. (IIb) überein- 
stimmt. Aber die Figur zeigt sofort, daß die Differenz 
Ji^ — Ja, nichts anderes ist, als der ursprünglich gesuchte 
Flfidieninhalt J^ , gleichgültig, wie man den Hilfswert «j ge- 
wählt hat 

Nachdem auf Grund des Satzes I das Problem der 
Farabelquadratur seine vorläufige Erledigung gefunden hat, 
wird man einmal die Anschauungsannahmen, anf denen die 
Herleitung beruhte, näher zu prüfen haben, andererseits aber 
versuchen, die Methode der Losung auf andere Kurven, 
ev. auf ebene Kurven überhaupt, auszudehnen. 

Was zunächst jene Annahmen betrifft, so wurde in erster 
Linie die Existenz und eindeutige Bestimmtheit des Flächen- 
inhaltes J^ der Anschauung entnommen, sodann die Stetigkeit 
dieses Inhaltes Jl , wenn man ihn als Funktion J{x) der 
variabeln Endabszisse ß^x ansieht, weiterhin die geometrische 
Bedeutung des Difierenzenquotienten von ^{x), und damit 
auch als Kein des Ganzen die durch Grenzübei^tng folgende 
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Erscheinung, daß J(x) als eine partiknläre LöBUDg der DÜfe- 

rentialgleichang J'(x) = f(x) = ^— auftritt. 

Um une von diesen Anschauungsannahmeu der Beihe 
nach zu be&eien, werden wir das eingesclilageDe Verfahren 
mit dem damals (Dififr. § 3) gewählten vergleichen. Um in- 
dessen zugleich auch die zweite Hauptfn^ nach der Aus- 
dehnung deB Quadmturproblems auf andere Kurven im Aiu;e 
zu bebalten, werden wir die damalige Methode derart modi- 
fizieren, d&ä sie von der Verwendung der geometrischen 
Reihe abgelöst wird. 

Man teile daher das Intervall (x, ß) {(*<.ß) des Argu- 
mentes X irgendwie in eine AntaU von Teilintervallen von 
der Größe Ax, so daß die Summe der letzteren Zdx wieder 
gleich ß — tx., oder in kürzerer Bezeichnung, gleich h wird. 
Auf jeder dieser Teilstrecken Ax als Basis errichte man zwei 
Bechtecke, ein kleineres und ein größeres, deren Höhe dorob 
die zur Anfangs- resp. Endabszisse von Ax gehörende Ordi- 
nate (1) gebildet wird. 

Bildet man für sämtliche Ax einmal die Summe der In- 
halte der kleineren, sodann die der Inhalte der größeren Recht- 
ecke, so wird der fragliche Flächeninhalt, falls er über- 
haupt existiert, zwischen jenen beiden Summen enthalten 
sein, und dies müßte gelten, gleichgültig welches die Art 
und die Anzahl der Ax wäre, insbesondere müßten, wenu man 
sämtliche Ax gegen Null konvei^eren läßt, jene beiden 
Sununen gegen einen und denselben Grenzwert, nSmlich J^, 
konver^eren. 

Es soll zuvörderst bewiesen werden, daß die beiden 
Summen unter der angegebenen Voraussetzung in der Tat 
einen und denselben Grenzwert besitzen. E^ erscheint dabei 
zweckmäßig, beide Fälle — Summe der kleineren und Summe 
der größeren Kechtecksinbalte — unter einem allgemeineren zu- 
sammenzufassen. Man greife in irgend einem Intervalle Ax, 
dessen Eudwerte x und x-{-Ax seien, jeweils einen willkür- 
lich gewählten Zwisehenwert Xd = x + ^Ax^^&-^\) heraus, 
und bestimme aus (1) die zugehör^e Parabelordinate f{x^, 
die noch kürzer mit /)» bezeichnet sei Numnehr bilde man 
wiederum die auf sämtliche Ax erstreckte Summe S der In- 
halte Axfit der Rechtecke, je mit dpr Basis Jr und der 
Höhe /*: 
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(10) S^^JxU, 

und zeige, daß diese, rein analjtiscli zu denkende Summe fflr 
lim 4x = (i stets g^n einen und denselben Qrenzwert kon- 
vergiert, dleicligältig, welcher Zwischenwert f^=f(x-\-'&Ax) 
in jedem TeilintervaJle Ax heran^i^rifien sein mag. WSlilt 
man insbesondere alle d = resp. = 1 , so ei^beu sich die 
obigen Summen 2:Axf{x) und Säxf{x + Ax) der kleineren 
i'esp. der größeren Bechtecksinfaalte. 

um den in Rede stehenden Nachweis tu liefern, gehe 
man von einem in der naturwissenschaftlichen Methodik viel> 
fach verwendeten Gedanken aus: man denke sich die Ein- 
teilung des Intervalles h = ß—ö(. in Teilintervalle Ax schon 
bis zu einem gewissen Feinheitsgrade gediehen, etwa so, daS 
alle Ax, ihrer Größe nach, einen vorgesohriebenen kleinen 
Wert ^ (z. B. ein Milliontel) nicht mehr überschreiten. Der 
unter dieser Aimahme entstehende Summenwert S (10) dfirfte 
sich dann nicht mehr wesentlich ändern, wenn man nnnmdir 
jene erste EÜnteilnng von h in Intervalle Ax beliebig weiter 
verfeinert. 

Daß zunächst die Summe (10) stete einen endlichen 
Wert besitzt, d. h. zwischen festen endlichen Grenzen ein- 
geschloBse» werden kann, ersieht man, wie in DiSb. § 3, S. 18. 
Denn ersetzt man in der rechten Seite von (10) jeden Faktor 
fa doTch einen obersten Wert^ der nie fiberocfaritten werden 

kann, das ist aber sicher fiß)^^, andererseits durch einen 

untersten Wert f{a.) = ^— , unter den f^ nie herabsinken kann, 

so ergibt sich, da I!Ax = h = ß — (x: 

'^<^<'£- 

womit die Endlichkeit von S dargetan ist. 

In ähnlicher Weise bestimme man, um die Summe S in 
feinere Grenzen einzuschließen, für jedes Teilintervall 
Ax der obigen ersten Einteilung, das also ^t/ ist, einen 
obersten and einen untersten der zu allen denkbaren Zwischen- 
werten x-\--&Ax (wo ^ jetzt das ganze Intervall von bis 1 
durchlaufe) gehörigen Funktionswerte f» — f{x-\-&Ax). 
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Ffir ein derartiges Teilintervall Ax vod x bis x-\-^x 
ist offenbar wiedernm der zum Endwert x + Ax gehörige 

Fonktionswert f{x + Ax) = - — - — — ein soloher oberster oder 

größter Wert, und entsprechend der zum Anfangewert x ge- 



hleinster Wert. Durchläuft die Variable x stetig das Inter- 
vall Ax von xhiB x + Ax, so durchlauft anch der Funktions- 
wert f{x) stetig das Intervall von ^ bis ^'^'t ^' (Diffr. § 8). 
Die totale Wertäuderung w, die f(x) hierbei erieidet: 

pfiegt man, in Anlehnung an praktische Verhältnisse, als die 
„Schwankung" der Funktion f(x) im Intervalle {x, x-\-Ax) 
zu bezeichnen. Die Stetigkeit der Funktion f(x) „an der 
Stelle x" besteht darin, daß w gleichzeitig mit Ax gegen 
Nuli konvergiert (Diffr. § 8). 

Um aber, wie es für die vorli^eude Aufgabe erforder- 
lich ist, diese Stetigkeit genauer abzumessen (Diffr. § 16), 
frage man, wie klein Ax zu wählen ist, damit alle Schwan- 
kungen w (12) eine beliebig kleine vorgegebene (positive) 
Größe c nicht mehr überschreiten: 

(13) »<:.. 

Aus (12) und (13) folgt zonächst: 
2p E 



(14) 



-2x+Ax' 



Die rechte Seite von (14) nimmt ihren kleinsten Wert 
an für x = ß, Ax = 0; nimmt man daher: 

(16) '•»'Sy' 

SO ist die Ungleichung (14) und damit auch die ursprüng- 
lidie (13) um so mehr erfüllt. 
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Darch die Erföllang der Forderung (15) wird der 

PimktioD (1) y = 7i- die Eigenschaft der „gleichmäßigen*' 

Stetigkeit im ganzen Intervalle («, ß) (Diffr. § 16) beigelegt: 
in jedem Teilmtervalle innerhalb («, ß), dessen Größe äx 

den "Wert ^ nicht fiberschreitet, kann auch die Schwankung 

p 
der Funktion den Wert e nicht überschreiten. Nunmehr 
gehe man von der oben gewählten ersten Einteilung des 
Intervalles («, ß) m Teiliatervalle äx^t] über zu einer 
zweiten, beliebig feineren, zu deren Bezeichnung griechische 
Buchstaben dienen m^en. Iivend ein Teilintervall von der 
Größe Jx werde also in eine beliebige Anzahl neuer Unter- 
intervalle von der Größe Jf zerlegt, so daß: 
(16) Ax = 24i. 

Der Wert der Funktion f=^— «Q irgend einer Stelle 

eines solchen Intervalles A^ sei entsprechend mit (p^ be- 
zeichnet, dann geht das einzelne Glied Axf» der Summe 8 
(10) über in die Summe ZA^tpß. Da der größte denkbare 

(x-^Ax)* X* 

Wert von w« durch — _ ■■ ■- , der kleinste durch -^r- an- 

^ 2p 2p 

gegeben wird, so gilt: 

(17) 



2p ^ ^" 2p 

Da es darauf ankommt, den absolut zu nehmenden Unter- 
schied zwischen den beiden Ausdrücken Axf^^ und SA^ip^ 
abzuschätzen , so vermindere man jedes Glied der Un- 
gleichung (17) um Axf^, so ei^bt sich: 

(18) -(/i-|i)/l»<24{y,-J«ft<[fct±'>'-/i]j«. 

Nun kann sowohl f»~^r- wie '^ — ^ — f» die 

ap ip 

Schwankung w (12) der Punktion f im Intervalle äx nicht 
Oberschreiten, und da (13) w^e war, auch nicht den Wert e, 
tmd (18) vereinfacht sich zu: 
18ft) -EAx<2A^if^~AxU<.EAx, 

D,...j.i Google 
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Dies eagt aus, daß die „Korrektion", die ein einzelnes 
Glied Axf^ der ursprüngHclieD Summe S (10) auf Grund 
einer beliebig feineren Einteilune erfährt, absolut genommen, 
unter der Größe e4x bleibt. Wendet man somit dasselbe 
Yerfahreii auf sämtÜobe Glieder Axf^ der Summe S an, 
8o bleibt die Totalkorrektion, die S vermöge der 
neuen Einteilung erfährt, absolut genommen, unter 
der Größe: 

Sedx^eiß -oi) = Eh. 

Damit ist bewiesen, daß die Summe 8{\V)=ZAxf^ 
gegen einen bestinimteD Grenzwert, der mit J^ bezeidinet 
sei, für limzl:c = konvera;iert. Denn da die (positive) 
Größe e beliebig klein wählbar ist, so hat man nur, ßdls 
für ii^nd eine £inteilimg von {x, ß) in Teilintervalle Ax 
die Summe S die Eigenschaft besitsen soll, sich bei beliebig 
weitergehender Einteilung um weniger als eine belieb^ kleine, 

vorgegebene Gr6ße £j zu ändern, ek^ci L e. e^^, alao 

gemäß (15) die Größe eines jeden Teiüntervallee Jx kldner 

als ^ zu nehmen. Um die Entstehung des Grenzwertes 

*/» 
J^ noch deutlicher zu machen, wollen wir ihn arithmetiadi, 
etwa naeh dem Dezimalbrachschema entwickeln. 

Der Bequemlichkeit halber mögen dabei einige nume- 
risdie Vereinfachungen Platz greifen. Man nehme a.'^O, 
ß—1, mithin h = ß-~!X~l, sowie auch p = 1 , femer d ■ 

stets gleidi Null d. i. /* = /(a:) = ^. I^r die voigegebene 

Größe e setze man der Reihe nach die Werte 0,1; 0,01; 

0,001; . . .; TT^i---' ""'^ wähle Ax gemäß (15) ein&ch 

ebenfalls der Reihe nach gleich 0,1; 0,01; 0,001; . . .; 

iTw ' • ■ * ^*rd*° ^^ diesen Einteilungen entsprechenden 

Werte von S mit 8i, S^, Sg, . . ., Sn, • ■ • bezeichnet, die 
ofTenbar eine zunehmende Reihe bilden, so ist damit eine 
arithmetische Darstellung für 8 gewonnen, die die charakte- 
ristische Eigenart einer Dezimalbruchentwickelung besitzt, 
daß die Zunahme, die der n** Näherungswert S„ bam Über- 
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gsDg« zum (»+!)**" NäheruDgBwert Sn+i erfälirfc, kleiner 
als -^ ausfällt. Der Grenzwert Jjf von S fällt dann er- 
sichtlich zusammen mit der Summe der unb^renzten Reihe 
(Diffir. g 23): 

(19) Ji = \imS=8,+(S,~S,) + {8^-S,)+... 

War dae geschilderte Verfahren zur Festlegoog des 
Grrenzwertea Jf von S: 

(20) Jf = lim S — lim HA xU 

ein rein analytisdies, so kanu man es nunmehr rfu^wärte 
auf die Geometrie der Parabelquadratur anwenden. Wenn 
ursprünglich (Difir. § 3, sowie oben) die eindentige Existenz 
des Inhaltes J^ der von den zn den AbsziBsea tx, ß gehörigen 
Ordinaten, sowie von den zwischen ihnen liegenden Stücken 
der Parabel und der Abszissenachae b^renzt«n Fläche der 
Anschauung entnommen, und wenn dieser Inhalt, ebenfalls der 
Anschauung gemäß, zwischen zwei Grenzen, einer Summe 
zn kleiner und einer Summe zu großer Rechtecke, ein- 
gesohlosBen werden konnte, deren unterschied dann bei stets 
feiner werdender Einteilung des Intervalles (m, ß) gegen Null 
konvergierte, so wird man jetzt umgekehrt jenen Flächen- 
inhalt erst auf Grund des Grenzwertes von S definieren, 
wie folgt: 

IL „Der Inhalt J^ der von der Parabel 

zu den positiven Ab- 

,t {ß>a,) gehörigen Ordinaten und 
von der Abszissenaehse begrenzten Fläche 
wird erklärt als der eindeutig existierende 
Grenzwert \\mI^Axf{x-'r&Ax), wo f[x + &Ax) 

den irgend einem Werte des Intervalles 
(d;,j; + Jd;) entsprechenden Wert der Funktion 

x^ 
/(x) = — bedeutet, nnd die Einteilung des 

ap 
Intervalles («, ß) in Teilintervalle von un- 

W.Fr.Herer, iDtegralTeohDimg. 
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begrenzt abnehmender GröSe Ax gemäß den 
Festsetzungen (13), (15) zu vollziebea ist. 

Wählt man im besonderea jenen Grenz- 
wert einmal in der Form Uta£Axf(x), dae 

andere Mal in der Form lim£ Axf(x+ äx), so 
erscheint, in Übereinstimmung mit der An- 
sobaanng, der Flächeninhalt J^ als einge- 
schlossen zwischen einer Summe von In- 
halten einmal zu kleiner, das andere Mal zu 
großer Rechtecke, und zwar so, daß der 
Unterschied beider Summen für limJa; = 
gegen Null konvergiert." 



§ 4. Dl« Qnadratiir einer beliebigen ebenen Karre. 

Bm begtimmte Integral nnd der zweite Fnndamental- 

satz der Integralrechnung. 

Der Inhalt des § 3 läßt eich mit gewissen ModiSkationen 
auf beliebige ebene Kurven übertragen. 

Eine ebene „Kurve"*) werde, auf rechtwinklige karte- 
giflche Koordinaten bez<^;en, wenigstens für ein vorgelegtes 
Intervall (a, b), durch die Gleichung: 

(1) y-M 

daigestellt, so, daß jedem Wert der Abszisse x des Inter- 
valles stets ein und nur ein Wert der Funktion y zugehört, 
und damit auch als Endpunkt der Ordinate 1/ ein bestimmter 
I^mkt P(a:, y) = P der Kurve, Die Funktion f(x) wird an 
jeder Stelle x des Intervalles als stetig vorausgesetzt: man 
kann also den absoluten Wert des Inkrementes Ax stets so 
klein annehmen, daß für ein solches (positives oder negatives) 
Ax, und um so mehr für jedes noch kleinere Inkrementi die 
Funktionsdifferenz Ay = f(x-\-dx) — f{x), absolut genommen, 
unter eine beliebig klein vorgebbare (positive) Größe r] 
hemnteigedrückt werden kann (Diffr. §§ 8, 16). Durchläuft 

: Kurve findet man in 
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dann X 8te% (Difir. § 15) das Intervall (a, i), bo „beschreibt^ 
der Punkt P stetig die Kurve y = f{x) . 

Wie in Fig. 1 von § 3, beschränke man sich zunächst 
auf ein Teilintervall (ct,ß) von (a, 6), innerhalb dessen die 
Funktion f{x) nnr positive Werte (ev. inkL Null) annehme. 
Die Kurve, die beiden zu <x, ß gehörigen Ordinaten uad die 
Abszissenachse mögen eine „Fläche" begrenzen, deren „In- 
halt", wie zuvörderst wieder der Anschauung entnommen 
werde, eine eindeutig bestimmte Grröße J^ besitzen soll, 
deren Berechnung die „Quadratur" der Kurve ist Sobald 
man die Endabszisse ß als variabel betrachtet, und daher 
mit X bezeichnet, erscheint der fragliche Inhalt J^ als „In- 
haltsfunktion" J{x), die für Jedes x von ix bis ^ eindeutig 
bestimmt und stetig ist. 

Man bilde beh^ Ermittelung von J{x) den Differenzen- 
quotienten: 

m J{x-^Ax)-J{x) AJ{x) 

^' Jx "■ Js ' 

Der Zähler JJ{x) stellt dann wieder den Inhalt des 
zu den Ahszisaen x und x-\-/lx gehörigen Flächenstreifens 
dar. Die Differenz äx, absolut genommen, darf bereits als 
so klein angenommen werden, daß die Funktion fix] im 
Intervalle {x, x + Ax) reap. (x— äx, x) entweder nur zu- 
oder Dur abnimmt. 

Für den Fall der Zunahme folgere man ganz wie in 
§ 3, so erhält man für ein positives Ax die Einsohließung 

von — T-^ in die beiden Grenzen: 
Ax 

<3) rt«)<^<n« + ^«); 

für ein negatives 4x, im Augenblick mit —Ax, bezeichnet, 
die entsprechende Einschlieäung: 



Würde die Funktion f{x) im Intervalle {x,x-{-Ax) 
resp. {x~Ax,x) nur abnehmen, so würden sich bloß die 
beiden Seiten der Doppelungleichung (3) resp. (4) vertauschen. 
3* 
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Geht man zur Grenze limJ» = fiber, so ergibt sich ohne 
weiteres als die Verallgemeinenmg dea Satees I des § 3: 

I. „Der Differentialquotient J'{x) der In- 
haltsfunktioD J{x) ist der zu x gehörige Wert 
der Kurvenf unktion (1): 

(I) J'(«)-/-W, 

oder, geometrisch gesprochen, gleich der 

End Ordinate." 
Kennt man daher irgend eine partikuläre Liösung F{x) 
der DifTerentialgleichmig (1), eo ist gemäß ü&tx II des § 1 
jede andere Lösung durch F{x)-\-c gegeben, wo c eine will- 
kürliche Konstante bezeicbnet. Da aber die gesuchte Inhalts- 
fnnktton J(x) unter diesen Lösungen enthalten sein mufi, 
so hat man: 

(5) J{x) = F{x) + c. 

Hier bedeutet jetzt c eine nnbekannte Konstante, die, 
sobald man nunmehr auch die Änfangsabozisse a, variieren 
läßt, als Funktion c(«) von « erscheint. Läßt man x gpgen 
A konveigieren, so konvergiert J' gegen den Wert Null: 

(6) J{<x)^0 = F{öc) + c, 

womit die gesuchte Inhaltefonktion den Wert erhält: 

(11) J',-J^x)-F{l:)-F^^), 

und, f3r x = ß, der ursprünglich gesnchte Flächeninhalt J^ 

den Wert: 

(IIa) Ji^Fm-F(^) = VPm-\-'=\-[F{«)-^c]. 

II. „Der Inhalt J^ des ebeDeuFlächenstncks, 
das begrenzt wird von den zu zwei Abszissen 
tx,ß(a<.ß) gehörigen Ordinaten der — auf 
der oberen Seite der Äbsziasenachse liegend 

fedachten — Kurve Jf — f^x), sowie von den 
abwischen liegenden Stücken der Kurve 
und der Abszissenachse, wird erhalten, wenn 
man in einer beliebig herausgegriffenen par- 
tikulären Lösung F{x) + c der Differential- 
gleichung (1) J'(x) = f{x) die Werte «, ß ein- 
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aetzt, und aodann die Differenz F{ß)~F(K) 

bildet: 

(IIa) Ji = F(ß)-F{cc)." 

Offenbar bleibt der Beweis bestehen, wenn «, oder auch 
a and ß nicht mehr positiv sind. 

Igt dagegen die Funktion f{x) im Intervalle (ex,ß) ne- 
gativ (ev. an einem Endpunkte oder an beiden Null), so geht 
ersichtlich itir J^ = J{x) als den absolut von « bis z ge- 
nonmienen Inhalt die Differentialgleichung (I) über in: 

m JV)— rw, 

folglich die Formel (IIa) über in: 
(IlaO -Ji = F{ß)-F(x). 

Beide Fälle laesen sich wiederum, wie in Difir. § 3, 
8. 32, unter dem allgemeineren zusammenfassen, daß die 
Kurve (1) die Absziasenachse mehrmals schneidet, und führen 
xa dem Ergebnis: 

H'. „Die rechte Seite von (IIa) stellt die 
algebraische Summe der ober- und unterhalb 
der Abszissenachee befindlichen Flächen- 
stücke dar, wo die ersteren positiv, die letz- 
teren negativ zu rechnen sind.*)" 
Die Kegel II resp. Ü' wird praktisch (s. die Beispiele 
in § 7) immer da anwendbar sein, wo eine partikuläre 
Lösung der Differentialgleichung (I) irgendwie bekannt ist. 
Wo das aber nicht der Fall ist, wird man die Existenz 
(imd Stetigkeit) einer solchen Lösung überhaupt erst beweisen 
müssen, wodurch dann auch die Lücke des § 1 ausgefüllt 
werden würde. 

Daher soll nunmehr die Existenz and Stetigkeit des 
Flächeninhaltes J^ direkt nachgewiesen werden, und zwar 
so, daß man sich, wie in § 3, gleichzeitig von den oben, 
wie in § 3, getroffenen Anschauungsan nahmen frei macht. 

Um den in § Ü für die Parabelfunktion f{x) = ^- ge- 
führten Beweis auf eine beliebige Funktion f{x) auszudehnen, 
r die Werte „positiT" und „negatiT" 
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werden wir vor allem wieder der Funktion f(x) die E^n- 
schaft der gleichmäßigen Stetigkeit*), d.h. „der Stetigkeit 
im ganzen Intervall [<x,ßf' beiznlegen haben: 

,3€deutet e eine beliebig kleine vorge- 
schriebene (positive) Größe, so soll es stete 
möglich sein, den absoluten Wert von dx so 
klein zu wählen, daß, wo eich auch das Inter- 
vall {x,x-\-Ax) im Intervalle (a.,ß) befindet, 
und um so mehr für jedes noch kleinere Teil- 
intervall, der absolute Wert der Funktions- 
differenz Af ^ f{x + Ax) — f{x) kleiner als c 
bleibt" 
Jedenfalls kommt einer Funktion f{x), für die die Voraus- 
setzungen des Cauchjschen MittelwertsatzeB(§l; Diffr. §15) 
für das Intervall (a, ß) erfüllt sind, die gleichmäßige Stetig- 
keit daselbst zu. Denn es gilt dann: 

(7) äf~nX+Jx)-f(!C)-Jlf'{0, 

wo f einen unbekanaten Mittelwert zwischen a: and x-^Ax 
bezeichnet. 

Da f(x) für jedes x von {cc, ß) stetig, also auch end- 
lich sein soll, läßt sieb ein positiver Wert M aogebeo, dea 
|(/*{a!)j in {«, ^ nicht übersdireitet, ao daß: 

(8) mii\Aa\M. 

Soll \Af\ stets unter der Größe e bleiben, so hat man 
nur \Ax\ so klein zu wählen, daß: 

ausfällt. 

Das zweite Hauptmoment des damaligen Beweises (§ 3) 
für einen eindeutigen Grenzwert von J^ {bei der Parabel- 
funktion) bestand in dem Begriff der „Schwankung" von 
fix) im Intervall (a, ß) resp, in ii^end einem Teilintervall 
{x,x-\-Ax). ^t 

Die Schwankung der speziellen Funktion /'(ar) = - 

ei^b sich unmittelbar als die positive Differenz zwischen 
•) 8, die weiter unten folgende Anmerkung zu Satz III. 
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d^D obersten (gröäteD) nnd untersten (kleinsten) der Werte, 
die t{x) in dem fraglichen Intervall annahm, nnd diese 
beiden Werte fielen gerade mit den Werten von f{x) in dem 
End- resp. Änfangswerte (von ai) des Intervalles zusammen. 

Das letztere wird für eine beliebige Funktion /Oe) im 
allgemeinen nicht mehr EutrefFen; überdies bedarf aber der 
Begriff des obersten und untersten Wertes von f{x) in einem 
Intervalle einer arithmetischen Präziräerung, die zugleich 
deren Existenz gewährleistet, am so mehr, als jene beiden 
Begriffe für die ganze Analysis von grundlegender Be- 
deutung sind. 

Wie damals (Diffr. § Ifi) denken wir uns jeden be- 
stimmten Zahlwert et durch einen, endlichen oder unend- 
lichen, Bezimalbruch festgelegt, und umgekehrt soll jeder 
Deziuialbmcli einen bestimmten Zahlwert ix ero;eben. 

Die Werte einer Funktion f{x) in einem gembenen Inter- 
valle bilden eine gewisse Mannigfaltigkeit von Zahl werten a; 
allgemeiner sei Jetzt eine beliebige Mannigfaltigkeit oder 
„Menge" von Zahlwerten « voi^Iegt, die, stetig oder un- 
stetig, aus einer begrenzten oder unbegrenzten Anzahl be- 
stehe. Es sei nur vorausgesetzt, daß kein a unendlich groß 
werde, d. h, daß sich alle a der Menge innerhalb eines be- 
stimmten endlichen Intervalles (a, &) Definden. 

Man denke sich der Einfachheit halber die Werte « 
der Menge ihrer zu- oder auch abnehmenden Gr&fie nach 
aufeinanderfolgend, wie es in dem Beispiele der Werte von 

f{x) = -^— im Intervall (x,x + Ax) der Fall war, wo der 

Wert f(x) zugleich der unterste oder „erste", der Wert 
f{x + Jx) der oberste oder „letzte" war. Nimmt man da- 
gegen das Beispiel der Reibe: 



(10) 1,- 



2*'--- 2" 



so ist 1 das erste und zugleich oberste Element, hingegen 
kann von einem letzten und zugleich nntersten Elemente 

keine Bede sein, da zu jedem noch so kleinen Elemente ^ 

noch unbegrenzt viele darauf folgende existieren, die kleiner 
sind. Damals (Difir. § 1) war der Ausdruck eingeffifart« daß 
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die Elemente der Keibe (10) dfln Grenzwert oder die 
G-renze Null besitzen. Hiermit sollte die Tatsache be- 
zeichnet sein, daä, wenn auch die Null selbst der Reihe oder 
Menge (10) nicht angehört, doch in jedem beliebig kleinen 
Intervalle (0, e) noch unbegrenzt viele Elemente von (10) 
vorkommen; man hat ja nur n so groß zu wählen, daß 

5^<e wird. Es wird jetzt zweckmäßig sein, genauer von 

einer unteren Grenze Null der Menge (10) zu sprechen, 
andererseits aber auch Eins als die obere Grenze der 
Menge zu bezeichnen, also den Fall mit einzubegreifen, wo 
ein größter (resp. kleinster) Wert x existiert, der der Menge 
selbst angehört. 

um ein einfaches Beispiel einer Menge zu konstruieren, 
deren obere, wie untere Grenze der Menge selbst nicht 
angehört, füge man jedem Element a der Menge (10) das 
Element 2 — ex hinzu; die obere Girenze ist 2, die unträe 0. 

Um jetzt für eine beliebige, in einem gegebenen Inter- 
valle (a, b) befindliche Menge von Werten et die Existenz 
einer oberen und unteren Grenze in dem ang^ebenen Sinne 
nachzuweisen, wende man dasselbe Verfahren an, das (Diär. 
§ 15) zum Beweise des Bolleschen Theorems diente. 

Es mi^ genügen, etwa die untere Grenze zu behandeln. 
Man teile das Intervall (a, b) von der Größe h = b~a in 
zehn gleiche Teilintervalle, und suche, von unten beginnend, 
das erste derselben auf, das wenigstens ein Element der 
Menge enthält*), es sei dieses das (»1 + l)'«(ii =0, 1,... 9). 

Ist der Anfangswert « + ttt dieses Teilintervalles selbst ein 

Element der Menge, so ist er bereits die gesuchte untere 
Grenze der Menge, und der Prozeß ist at^schlossen. Ln 
anderen Falle teile man das {i^ + 1)** Teilintervall von neuem 
in zehn gleiche Teile, nnd es sei das (i^ ■+■ 1)*» (i, = 0, 1, ... 9) 
Unterintervall das erste, das wenigstens ein EUement der 

10^100 

*) Dabei mt^e der Endwert eines Intervalles (abgesehen vom 
letzten) als der Anfangswert des nächstfolgenden in Anrechnung 
gebracht werden, und das gleiche soll von den weiteren Ein- 
teilungen gelten. 
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Menge an, so bildet er die untere Grenze der Menge; 
anderenfalls fahre man von neuem in derselben Weise fort 

Bntweder erreicht dieser Prozeß nach einer bestimmten 
Anzahl, etwa von n, Malen ein Ende, dann ist der Äniangs- 
wert des letzten — (i„ + 1)**" — Teilintervalles: 

WO jedes i eine der Zahlen , 1 , ... 9 ist, ein Element der 
Menge und zugleich deren untere Grenze. 

Oder aber der eingeschlagene Prozeß bricht nie ab, 
dann bestimmen die sukzessiven Anfangswerte der so ent- 
stehenden Teil Intervalle von der Größe: 



10' 10*'" ■ lO"'"*' 
eine feste Zahl A, die in den unb^;renzten Dezimalbruch 
o + Ä • 0,»!», . , . ^ , . . entwickelbar ist. Dieser Zahlwert Ä 
bildet in der Tat die untere Grenze der Menge; keiner 
seiner Näherungsbrüche: 

o + A-O, ii »»...»„ {«=1, 2,...) 

gehört der Menge an , wohl aber befindet sich in dem 
Intervalle: 

{o + Ä.O, t,tj...in, a + k-O, i,i, ...üi„+,} 

stets mindestens ein £lement der Menge, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, wenn e eine beliebig kleine vor^gebene 
(positive) Größe ist, so enthält das Intervall (A, A + s) stets 
weni^tens ein Element der Menge. 

Damit*) ist der grundlegende Hilfssatz nachgewiesen: 

•) Mit denselben Hilftmitteln wird der andere grundlegende 
Batz bewiesen: „Iline, in einem endlichen Intervalle befindliche 
filenge von unbegrenzt vielen Zahlwerten besitzt stets mindestens 
eine HAufungsstelle S, d. h. ea gibt eine Stelle E derart, daß 
sich in jedem noch so kleinen Intervalle (fl" — e, ff-f-') in- 
b^renzt viele Elemente der Menge befinden." Dabei kann H 
entweder eine der beiden Grenzen der Menge sein oder aber 
zwischen denselben liefen. Auf Grund dieses Satzes läßt sich 
auch beweisen, da£ eine an jeder Stelle eines endlichen 
Intervalles stetige Funktion auch im ganzen Intervalle 
gleichmfiBig stetig ist. 
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m. j^ine beliebige, aber in einem eod- 
lichen Intervalle (a, b) befindliclie Menge 
von Zahlwerten « besitzt sowohl eine untere 
Grenze Ä, wie eine obere Orenze B, d. b., wie 
klein auch eine positive Größe e gewählt 
werden mag, es befindet sich sowohl im 
Intervall (v4,.il + e), wie im Intervall (B, S — e) 
mindeeteoB ein Element der Menge — wobei 
auch der besondere Fall zulässig ist, daß A 
resp. B resp. beide Werte selbst der Menge 
angehören — , während es kein Element der 
Menge gibt, das kleiner als A resp. größer 
als B wäre." 
Damit ist der Begriff der Schwankung der Menge der a. 
ohne weiteres gegeben: 

Ula. „Unter der Sehwankong einer Zahlen- 
menge des Satzes III ist die positive Dif- 
ferenz B— A ihrer oberen und unteren Grenze 
zu verstehen." 
Kehren wir nunmehr zu der ursprünglich vorgelegten 
Menge der Werte einer in einem Intervalle (« , ß) stetigen 
Funktion f{x) zurück, so zeigt der Satz III, daß diese eine 
obere Grenze B und eine untere Grenze A besitzen, imd 
daß die „Schwankung w der Funktion f{x) in dem Inter- 
valle" d. i die Schwankung der Menge der Funktionswerte, 
durch S—A angegeben wird. 

Jetzt läßt sich auch die gleichmäßige Stetigkeit 
einer Funktion f{x) in einem Intervalle {et, ß) ein&cher 
definieren: 

mb. „Bedeutet wiederum e eine beliebig 
kleine vorgegebene (positive) Größe, so soll 
ea stets möglich sein, den absoluten Wert 
von Ax so klein zn wählen, daß, gleichgültig 
wo sich das Teilintervall (x, x + Ax) inner- 
halb («, ß) befindet, die Schwankung w der 
Funktion (in dem Intervalle) nuterhalb e 
bleibt« 
Denn ist w <c, so ist um so mehr die absolute Differenz 
irgend zweier Werte der Funktion innerhalb des Teil- 
intervalles lx,x+Ax) kleiner als s. 
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Nadb diesen Yorbereitnngeii läßt sich der in § 3 für die 



(11) S--SAxU 

für Y\mAx = Q einen bestimmten Grrenzwert besitzt, fast ohne 
weiteres auf eine beliebige, in einem Intervall (a, ß) gleich- 
mäßig stetige Funktion f{s^ übertragen. Hier bedeute wieder 
fa den 2u ii^nd einem Werte des Teilintervalla {x, x-\- Ax) 
gehörigen Wert von f{x) , Die Größe aller Teilintervalle sei 
bereits äo klein, etwa ^ij gewählt, daß die Schwankung w der 
Fnnktion in jedem der Teilintervalle unter die vorgegebene 
Größe £ zu liegen kommt. 

Die Summe (1 1) läßt sich zwischen swei endlichen Grenzen 
einschließen. Denn ersetzt man jeden Faktor /^ einmal durch 
die obere Grenze B, das andere Mal durch die untere Grenze Ä 
von f{x) in («, ß}, so kommt: 

(12) hA<S<hB. 

Die obige erst« Einteilung von (a, ß) in Teilint«rvalle 
^t) werde nun beliebig verfeinert, indem jedes Teilintervall 
von der Größe Ax in eine Keibe neuer Unterintervalle, je- 
weils von einer Größe A$, zerlegt wird. Jedes Glied Axfa 
der Summe (11) zerlegt sich dadurch in die Somme: 

(13) ^ASipit, 

wo q>» den zu irgend einem Zwischenwert eines Intervalles A $ 
gehörigen Wert von f(x) bedeute. 

Da die Schwankung w von f(x) in jedem Intervall 

{x, x-\-Ax) kleiner als e ist, so wnd die Summe (13) vei^ 
größert, wenn jeder Faktor cp^^ dureh f» + s, und verkleinert, 
wenn er durch f^ — e ersetzt wird. Also ist: 

Axif^-E)<i:Ai<p»<dx{fs^e), 

oder, wenn man Oberall Axf^ abzieht, da Ax = SAii 

(14) — eAx <i:Ai<p»~ AxU<eAx . 

Somit bleibt die Korrektion, die ii^nd ein Glied Axf^ 
der ursprünglichen Summe (11) bei der neuen feineren Ein- 
teilung des luterridles (a, ß) er^rt, absolut genommen, 
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unterhalb eJx. Wendet man dasselbe Verfabren auf alle 
Produkte Jxf» von (10) an, so ei^t sich*): 

IV. „Die TotalkorrektioD, die die Summe 
8=SAxf9 auf Grund einer beliebig feineren 
Einteilung des lutervalles (k, ß) erf&brt, 
bleibt, absolut genommen, unter der Größe 
SeAx = eiß — ä) = «A . 

Damit ist bewiesen, daß die Summe 
S^SAxf^ für lim/dx=0 einen bestimmten 
Grenzwert besitzt, der mit Jj bezeichnet sei: 
(III) Ji = ]3m2äxU. 

Der rechtsstebende Grenzwert wird das be- 
stimmt« IntegTftl der Funktion f{x) fvlselieil 

den Grenzen a,, ß genannt und mit jf(x)dx be- 
zeicbnet; ■ 

(HI') Jt^fmdx; 

ß beißt die obere, tx die untere Grenze des 
Integrals." 



*) Eb liefie eich noch einwenden, da6 man möglicherweise 
zu einem andern Grenzwerte als J^ gelangen kOnnte, wenn niKo 
irgend eine andere Ausgangseint eilung, die zu einer Summe Sx, 
Btatt 8, führen mOge, zugrunde legte. 

Diesem Einwand IfiBt sich jedoch leicht begegnen. Man darf 
annehmen, daB auch für jedes Teilintervall der neuen AusgangB- 
einteilung die Schwankung der Funktion f(x) bereits untü^ der 
OrC&e e bleibe. Man nehme alsdann eine dritte Ausgangseinteilung 
2U Hilfe, die dadurch entsteht, daß die beiden ersten aufeinander- 
gelegt (auperponiert) werden; diese führe zu einer Summe Sf. Dann 
ist die dritte Einteilung feiner als jede der beiden ersten; mithin 
gilt nach Satz IV für die beiden Korrektionen: --aA<S, — 8<^eh, 
— «A<S. — Si <BÄ, d, h. der absolute Wert sowohl von S, — S, 
wie von St — S[ liegt unter eh. Daher litigt die Summe dieser 
beiden absoluten Werte unter Zth, und ea gilt sicher fOr die 
Differenz (3^^ S) — (S, — S,) = S, — 8: — 2.% <S, — S <2«ft. 
Folglich konvei^ert der Uutereobied der beiden Summen 3 und 3i 
bei beliebig abnehmendem e gegen Null, d. h. beide Sununen be- 
sitzen denselben Grenzwert Jf . 
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Man nennt aucli f(x) die unter dem Integralzeichen 
stehende oder die zu integrierende Funktion oder 
kurz die lategralfunktion, und spricht von dem „von « 
bis ß genommenen" Integral; die Variable x heiSt die 
Integration s variable. 

Sowohl das Wort „Integral" (lateinisch integrale), wie 
das Zeichen j (ein verlängertes Summenzeiehen) soll aus- 
drücken, daß eine Summierung, nämlich über lauter Produkte 
von der Form äxf» voi^enommen wird, aber mit der — durch 
das Differentialzeiclien dx schärfer hervorgehobenen — 
Besonderheit, daß diese Summe einem Grenzprozeß, lim Ja; = 0, 
unterworfen worden ist. 

Der Grenzwert J^ (HI) läßt eich, wie in § 3, geometrisch 
als Inhalt eines ebenen FlachenstückeB deuten. Beschränken 
wir uns der Einfachheit halber wieder auf den Fall, daß /'(a;) 
im ganzen Intervalle (ot, ß) nur einerlei Vorzeichen, etwa das 
positive, besitzt, so fasse man einen solchen Näherungswert 
5(11) von J^ ins Auge, daß in jedem Teilintervatl (a:, x-\-Ax) 
die Funktion entweder nur zu- oder nur abnimmt. Wählt man 
dann den Wert /# in den erstcren Teilintervallen je gleich 
f{x), in den letzteren je gleich f{x-^Ax), das zweite Mal 
aber umgekehrt, so erscheint S eingeschlossen zwischen den 
Summen zu kleiner und zu großer Inhalte von Eechteckeo, 
die beidemal je die nämliche Basis Ax besitzen. Der Unter- 
schied beider Summen konvergiert nach Satz IV für lim Ja; = 
gegen ^ull. In Übereinstimmung mit der Anschauung setzen 
wir daher fest: 

V. ,f>GT Inhalt J^ des Flächenstückes, das 
begrenzt wird von einer im Intervall {pi,,ß) 
oberhalb der Absziseenacbee gleichmäßig 
stetig verlaufenden Kurve y = f(x), von den 
beiden zu «, ß gehörenden Ordinateu und 
dem zwischen a, ß befindlichen Stück der 
Absziesenachse, wird erklärt als der ein- 

ß 
deutig existierende Grenzwert J^='jf{x)dx 

■= Hm 2'/'(a: + Ö Ja;) Ja, wo a:-|-^ Ja; jeweils irgend 

ein Zwisohenargument des Intervalles 

{x,x-\-A3i) bedeutet," 
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„Allgemeiner stellt wieder, wie im Satze II' 
dee § 3, J^^ ff{x)dx bei mehrmaligem Schnitt 

der Kurve mit der AbsEissenachse die alge- 
braische Summe der Inhalte der einEeloen 
Flächenatöcke dar, und für *> ß ist Jj=. ~J^." 
Nunmehr läßt sidi auch noch nachweifien, daß, wenn 
der Endwert ß im Intervall [<x, ß) wieder variabel, = a:, ge- 
dacht wird, die Funktion J{x)=J^ eine daselbst gleichmäßig 
stetige Funktion ist, sowie, daß der DifFerentialquotient J'(«) 
nicbta anderes ist, als die Funktion f{ic) selbst, in Überein- 
atimmuDg mit dem auf Grund der Anschauung gewonnenen 
Fi^bnis L g 

Aus der Definition von Jf^ = \viaSAxf-» = jf(x)dx geben 

unmittelbar die beiden Hil&aätze hervor: 

YL „Sind o, &, e irgend drei Werte eines 
Intervalles (a, ß), in dem die Funktion f{x) 
als gleichmäßig stetig vorausgesetzt wird, 
so gelten die beiden Formeln: 

(IV) jmdz — /Vw<i^, 

(V) 'jf{m)dx+jf(x)ix-jf{x)dx." 
Somit stellt sich, da; 

J{x-\-Ax)=jf{x)dx, ~J{x)=-jf{x)dx=^jt{x)dx, 
die Differenz AJ{x) als ein bestimmtes Int^ral dar: 

(1 5) A J{x) ^J{x + Ax)~ J{x) =- ff{x)dx . 

Bezeichnen Aj, Bj die untere, resp. obere Grenze von 
f{x) im Intervalle {x,x + Ax), so ist gemäß (12): 

x+Jz 

(16) A4-Ax<ff{x)dx<Ba-Ax. 
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Beide Sehen dieser Doppelungleichung konveif^eren 
zagleich mit Ax gegen Null, also auch deren Mitte, miäiin 

ist die Funktion J{x)=jf(x)dx an der Stdie x ebetig. 

Offenbar ist J(x) auch gleichmäßig stetig im Intervalle (ot, ß); 
denn, för B als die obere Grenze von fix) daseibat und e 
als eine beliebig kleine gegebene (poBitire) Größe, braucht 
man nur: 

zu wählen, um \JJ(x)\<Ce in jedem Teilintervalle vcm einer 
Größe ^|Ja;| zu erhaitea: i 

Vn. J)ie Funktion J[x)=jf(x)dx ist im 

Intervalle («, ß) eine gleichmäßig stetige 
Funktion von x." 
Man drückt den Inhalt dieses Satzes kurz in der 
Formel aus: 

(18) jmdx^O. 

Um jetzt die Ableitung von J{x) zu ermitteln, nehme 
man zunächst d:c als positiv an und dividiere die Doppel- 
ungleichnag (16) mit Ax: 

(16-) 

Fär ein negatives Ax vertauschen sich nur beide Seiten 
dieser Doppelimgleichung. Geht man zur Grenze für 
\imAx = über, so konvei^eren beide Seiten der Doppel- 
ongleiohung (16') gegen f(x), die Mitte gegen J'(x). Sooiit 
gilt, in Übereinstimmung mit dem aiu Grund der An- 
schauung gewonnenen Ergebnis I: 

Vlii. ,JBetrachtet man das bestimmte 

Integral jf{x}dx als Punktion J{x) seiner 

■;, so fällt seil 
.Ifunktion /"(a 

j'{x)=nx)." 



Ax 



oberen Grenze x, so fällt seine Ableitung(7'(a;) 
mit der Integralfunktion f{x) zusammen: 
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Demnach besitzt die Differentialgleichang (T) für ein 
voi^legtes Intervall («, ß), in dem f{x) als glelcbmäßig 
stetig voraa^esetzt wird, stets eine partikuläre Lösung, 

nSmlich die Funktion J(x)=jf(x)dx. Mach dem ersten 

FundamentalsBtze (§ 1) ist damit die aUsemeine oder voll- 
ständige Lösung von (I) in der Gestalt F{x) = J{x) + c ent- 
halten, wenn c eine willkürliche Konstante bedeutet. 

IX. „Mao nennt die allgemeine Lösung 

J^{a:) =//'{a;)drc + c der Diff erentialgleiohung (I) 

J'{x) = f(x) das nnbestlniiiite Integral der Funk- 
tion f(x); dieses ist also nichts anderes, als 
jede, im Intervall (oc, ß\ gleichmäBig stetige 
Funktion, deren Ableitung an irgend einer 
Stelle X des Intervalle» mit f{x) überein- 
stimmt." 
Versteht man unter «^ , A irgend zwei Werte des 
Intervalls (a, ß), so folgt aus (IV), (V): 

(VI) F(ß,)-F(jK,r) = ff(x)dx-'ffix)dx~fkx)dx, 

oder in "Worten: 

X. „Aus dem unbestimmten Integral F(x) 

= jf{x)dx-\-c gebt rückwärts wieder das be- 
stimmte Integral von f(x), mit der oberen 
Grenze ßi und der unteren Grenze «i, gemäß 
(VI) hervor, wenn man in F{x) für x die 
Werte ß^, «i substituiert und sodann die 
Differenz F{ßi) — F(aj} bildet.« 
Wemi man die willkürliche Konstaute c in der all- 
gemeinen Lösung F{x)'='jf{x)dx-\-c von (I) auf einen ge- 
wissen Spielraum beschränkt, kann man sie in die untere 

*) Eine Differenz einer Funktion F{x) von der Form F(ß) 
— F(a) bezeichnet man entsprechend kürzer mit lF(x)^. 
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Grense des Integrals werfen. S^ (a , ß) ein Intervall, in dem 
die gleichmäßige Stetigkeit von flx) mtreffe resp. bekannt 
sä nnd ex, ein beliebig in*) (oi,ß) gewählter Wert, so g^t 
gemäß (IV), (V): 

(19) j%:)dx = ffix)dx + ft{^)dcc=ff{x) + c. 

BeBchräiikt man demnach, was für viele Anwendui^D 

hinreicht, die Variabilität von c anf die des Int^nJa jf{x)dx, 

wo nonmebr die untere Grenze a,i von a. bis ß variiere, so 

repräsentiert fQr diesen Spielraum von c das Integral j 

selbst die altgemeine Lösune von (I). In der Tat bleibt 
der Satz VÜI, wie seine Herleitung zeigt, gültig, wenn man 
ßc durch ii^end einen Wert a, zwischen tx. und x ersetzt. 
Versteht man unter A,£ die untere resp. obere FonktifMis- 
greuze des als Funktion von «, aufge&ßten Integrals 

jf{x)dx im Intervall (pi,ß), so läßt sich c in der Form 

A-^0B darstellen, wo nonmehr & die willkürliche Kon- 
stuite repräsentiert, die alle Werte von bis 1 annehmen 
darf. In diesem Sinne ist der Satz zu verstehen: 

XL „Das unbestimmte Integral geht aus 
dem bestimmten hervor, indem man dessen 
obere Grenze als unabhängige Variable, 
dessen untere Grenze als willkflrliche Kon- 
stante betrachtet." 

Die wesentlichsten Ergebnisse dieses § mögen zusammen- 
gefaßt werden ab der zweite Fundamentalsatz der Inte- 
gralrechnung: 

Xn. „Denkt man sich ein Intervall (a, ß) 
von X, in dem die Funktion f{x) als gleich- 
mäßig stetig vorauBgesetst wird, in eine be- 

*) Der Ausdruck „Stelle a, in ei 
beatmen, dafi a, im beeondem auch i 
a,ß fallen darf. 

W. Fr. Kty.T, Integralreehnuiig. 
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liebige Anzahl von Teilintervallen (x,x + dx) 
serlegt, und bedeutet fa den ieweiligea Wert 
von fAn einer beliebigen Stelle eines solchen 
Teilintervalles, so ist \\m£Axf^ gem&ß IV ein 

bestimmter Grenzwert J^, das von der unteren 
Grenze « bis zur oberen Grenze ß genommene 

bestimmte lategr&l jf{x)dx der Funktion f{x)." 

Geometriscb bedeutet J^ gem£fi Y den Lihalt eines 
gewissen, dnrcb die Kurve if=f(x), sowie durch die Werte 
oi, ß festgelegten ebenen Flächenstückes. Nach VTI ist die 

Funktion J{x)^ft{x)dx eine in {(x,ß) gleichmäßig stetige, 

tind gemäß VllI eine partikuläre Ldsung der Differential- 
gleichung (I) J'{x)~f{pe), während deren allgemeine Lösung 

Dush IX durch das unbestimmte Integral F{x) — jf{x) dx-\-c 

dargeetellt wird, wo c eine wiUkürlicbe Konstante bedeutet 
Naoh IX, X läßt sich sowohl das unbestimmte Integral ans 
dem bestimmten herleiten, wie umgekehrt. 

Im nächsten Paragraphen sollen noch drei weitere gmnd- 
l^eude Sätze über das Integral angestellt werden, der 
Auttelwerteatz, die Regel der Substitution, sowie die der 
partiellen Integration. Dann aber werden wir in der L^e 
sein, noch vor einer systematischen Untersuchui^ der ein- 
zelnen Klassen von Integralen, einen ausgedehnten Kreis 
von Au^aben erledigen zu können, um so die Tragweite 
der gewonnenen Grundlagen zur Genüge erkennen zu ussen. 



§ 5. Der Hittelwertsatz der Integralreelmiiiig. 

IMe SnbstitDtlon einer neneD unabhängigen Tariabeln. 

Die partielle Integration. 

Aus den Definitionen des bestimmten und des nn- 
beetimmten Integrals (§ 4, Sätze IV, IX) lassen sich einige 
grnndl^ende Folgerungen ziehen. E^ treten häu% bestimmte 
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laterale auf, deren Integralfunktion das Produkt*) zweier 
Fanktionen f{x), tp(x) ist, die innerhalb der Giemen x, ß 
des Int^;rals fds gleichmäßig etetdg voransgesetzt werden; 
obendrein sei bekannt, daß die eine der beiden Funktionen, 
etwa <p{x), im Intervalle (ix, ß) ihr Vorzeichen nicht wechsle^ 
alfio etwa nur positiv (inkl. Null) seL 

Man gehe wiederum erst von einem Näherungswerte 8 

(§ 4, Formel (11)) von jf{x)q>{x)dx (oder kürzer jftpdx) aus: 

(1) 8=SAxf(x-[-&Ax)<p(x-\-&Ax) = i:äxUtpa, 

wo sich die Summe über alle Teilintervalte {x,x-^Ax) von 
(«,yj) erstreckt und x-\--&äx ein beliebig herausgegri£Fener 
Wert innerhalb eines solchen Teilintervalles seL Versteht 
man wieder unter A, B die untere resp. obere Grenze der 
Funktion f{x) in {oc,ß), so fließt aus (1), wenn man jedes 
f» einmal durch A, das andere Mal durch B ersetzt, die 
Doppel ungl eich ung : 

(2) A2Ax<p»<8<B2:Axq}a. 

Diese Doppelungleichui^ bleibt gültig, wie weit auch 
die Einteilung von {ix,ß) in Teilintervalle getrieben werde; 
man hat daher für limJa;=-0: 

(I) Af<pdx<ff<pdx<Bf<pdx. 

Diese Form 
bequc " 

linke 

(3) 0<ff(pdx—Af<pdx<(B—A)f<pdx. 



Diese Formel läßt sich in eine für viele Anwendungen 
bequemere Gestalt bringen. Zieht man in (I) überall die 
Seite ab, so kommt: 



*) Aus der Dulegung in Diffr. ^ 13, S. 150 fol^t sofort, da£, 
wenn die beiden Funktionen f, v einzeln in {ei,p) gleiohmSßijc 

stetig sind, es auch ihr Produkt ist, womit das Integral ffip dx 
definiert ist. » 

Ton jetzt ab ml^e übrigens die Voraussetzung, dafi die In- 
tegralfunktion eines bestimmten Integrals zwischen dessen Grenzen 
gleiehmtlßig stetig sein soll, stets als erfüllt betrachtet und daher 
nioht immer besonders erwähnt werden. 
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Stnnit ist, da nach Toraaesetaang f> in {»,ß) m<^t 

neg^v werden darf, {B—A)}^dx positiv, demnach der 

ß e ' 

jf^ dx~Ajip dx 
Quotient ' f eine bestimmte Größe zwischen 

{B-A)[ffdx 

und 1, die mit S bezeichnet werde. Umgekehrt deckt 
sich dieae Tatsache mit dem Inhalte von (I). Da B—A 
nichts anderes ist als die Schwankung (§ 4, llls) von f(x) 
in («, ^) — sie sei mit Q bezeichnet — , so nimmt nunmehr 
die Doppelungleiohung (Ij die Gestalt der Gleichnng an: 

(I') jf<p dx = {A-\- eü)fip dx . 

Hier bedeutet der Faktor A-\-0Q rechterhand einen 
unbekannten Mittelwert von f{x) in {pi■^ß)^ da nadi dem 
Rolleschen Theorem (Diffr. § Ib) eine in {cc, ß) stetige 
Funktion f(x), deren Werte die Eigenschaft A^f(x)-£B 
.besitzen, jeden zwischen A und B gelegenen Wert: 

A + e(B~A) = A + eQ 

mindesten» einmal annehmen muß. Das zugehörige Aigum^it 
läßt sich, für h = ß — ix, in der Form a -\-^h schreiben, wo 
wiederum •& einen unbekannten Wert zwischen und 1 be- 
deute, so daß (I') die Gestalt erhält: 



jf'pdx = f(0i + &h)ßd 



(I a) jfif dx = f(0i + &h)jfp dx . 

Offenbar gilt diese Darstellung auch für eine in {0L,ß) nur 
negative Funktion ^{x). 

Dies ist der, zum Unterschied von dem (Cauchyschen) 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Diffr. § 15), so- 
genannte Mittelwertsatz der Integralrechnung: 

I. „Zerfällt die Integralfunktion eines be- 
stimmten Integrals mit den Grenzen ot,ß in 
ein Produkt von zwei Funktionen f{x)ytp{x), 
deren eine, etwa q>{x), im Intervall (a,(J) nur 



S 5. Der Mittelwettwtz der Integralreohnimg uaw. r>3 

einerlei Vorzeiobeo besitzt, so zerf&llt auch 
das Integral in ein Produkt zweier Faktoren, 
nämlich in das zwischen denselben Grenzen 
genommene Integral der Fanktion f>(x) allein 
und einen Mittelwert der Funktion f{x)." 
Ist im besonderen ip(x) = l, so reduziert sich die 
Formel (Ja) auf die folgende: 

(Ib) ff(x)dx = f{c. + U)h, 

die dasselbe aussagt, wie die Formel (12) des § 4. 

Zu einem weiteren grundl^enden Satze Ober Integrale 
gelangt man durch Einführung einer neuen unabhänpgen 
Veräoderlichen. Man gehe wiederum zunächst tob einem 
NihemngBwerte : 

(3) S-^£f{x + »Jx)dx = i:UAx 

des Integrals J^^}f(x)dx aus. 
Es sei jetzt vermöge: 

(*) '-■?(•) 

X eine in ((x,ß) eindeutig umkehrbare, (Diffr. § 10), gleich- 
m&6ig 8tet^ Funktion einer neuen Yariabeln e; es soll 
also, wenn x das Intervall (tx,ß) stetig durchläuft, anch g 
ein Interrall (^,',) stetig durchlaufen, and zwar so, dafi 
dabä jedem Werte vtm x je nur ein Wert von s kone- 
spondiert und un^^efart 

Dann ist auch f[^{f)] eine in (k^, z^) gleichmäßig stetige 
Funktion; äberdies soll x = <p{s) in («,/?) überall eine ein- 
deutige Ableitung -3-- besitzen, und auch -y- soll in (g^ , s.) 
gletohmäSig stetig sein. 

Durch Einführung von z und Erweiterung eines jeden 
V^^tors mit dem zugehörigen /is, geht die Summe S{3) Über 
in die andere: 

(5) Si = £f[<p(z + »iAz)]^/lg, 
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vo sich die Summe 8^ auf alle Teilintervalle («,« + ^#) be- 
siebte die vermöge (4) den Teiüntervalleii (x,x + Ax) voa (3) 

zi^eordnet sind, wiLreDd fltpit + ^i/lt) und -p als Fwak- 

üoiien von t gedacht sind und t + ^iJs ii^end einen Mittel- 
wert voD » im Intervalle («, e + At) bezeichnet 

Bei beliebiger Abnahme von \Ax\, also such von \Aii\, 
Ax 
unterscheidet sich euch der DifFerenzenquoträtt -r- beliebig 

dx ' 

wenig vom Differentialquotienten -^, d. h. es ist: 



(6) 



Ae d»~ 



wo Cf eine Qröße ist, die zwar von den Werten von e and 
Ae selbst abhängt, die aber fCr limJ« = g^en Null kon- 
Velbert Wir nehmen nun an*), daß diese Konvergenz eine 
für das Intervall (^, j^) gleichmäßige sei, d. h. daß man 
stete \Ab\ 80 klein wfihlen kann, daß f&r alle Teilintervalle, 
deren Größe ^|J2[ iet, die Größe e„ absolut genommen, 
nntertialb einer und derselben beliebig kleinen vorgegebenen 
(positiven) Größe e bleibt: 

(7) W\<^. 

Yenn^ (6) zerl^ sich die Summe Si (5) in: 

dx 

(8) S, -^/Tp(* + Äi Ass)]j-^Ae-\-Sf{tpit + ^^ A>s)]€,Ab. 

Hier ist die zweite Summe rechteiband, absolut ge- 
nommen, gemäß (7), kleiner als der absolute Wert von 
eSf\fp(B-\-6i^Ag)]AB, sinkt also für limj« = unter jede 

*) Diese YoraussetzuDg ist aieher erfOUt, wenn txi = w(t) in 
die Taylorsohe Beihe (Difir. 1 19) bis zum Gliede 2. Ordnung 
inU. entwiokelbftr ist, wenn aläo auch ip"[t) in («i,/,) stetig ist. 

Denn dann \a.i num ~~~^-^v"{t-\-^^*), wo r + #J«ein 
Hittelwert in (*,r + J«) ist. Soll also die linke Seite, absolut 
genommen, << werden, so hat msn nur — fOr £ als die obere 
Greme von ?/' in (*,,«,) — y S < « zu wÄhlea. 
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Grenze, da der Faktor von e hierbei anf Gnmd von § 4, IV 
in den jedenfalls endlichen Wert jf[ip {e)] de fibei^ht 

Zngleidi geht, nach den getroSbien YoraassetciiDgen 
über die ^eichmäffige Stetigkeit von f[f>{t)] nnd ■j-ia.(a,,^ 
das erste Glied der rechten Seit« v<»i (8) über in: 

jfi'pmfj'-jfb'i'Wf'iid'. 

Damit ei^t sich die sogenannte Substitationsregelt 

H. ,,Daa Integral //X:i;)da: geht vermöge 

der Substitntion x = ip{g) anter den obigen 
YorauBaetanngen Ober in das Integral 

s 



(11) Jwdit-JflyWJ^Ä.. 

Hierbei bedeuten e^, «, die beiden Werte 

von e, die vermöge (4) den Werten «, ß von x 

entsprechen." 

LSßt man die obere Grenze ß, also auch t^ variabel, 

und bezeichnet sie dementsprechend mit x, resp. e, so e mb t 

sich der entsprechende Satz für unbestimmte Integrale (§ 4, TK), 

der somit seinen Ausdmdc findet in: 

(HO /fl»)ii»-//-l9>(»)]§<i», 

WO das Gleichheitszeichen so zu verstehen ist, daß die links 
stehende Funktion von x vermöge der Substitntion 
Ä — 9p(«) in die rechts stehende Funktion von e übeigeht. 
Praktisch läßt sich die ß^el (II') knrz so aussprechen; 
H'. „Man führt in ein unbestimmtes Inte- 
gral eine neue unabhängige Variable da- 
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durch ein, daÖ man die Integralfunktion mit 
der Ableitung der alten anabhängigen Ya- 
riabeln nach der neuen maltipliziert; sieht 
man dies Produkt als Funktion der neuen 
Yariabeln an, so stellt es die neue Integral- 
fnnktion dar." 
Aus § 4 (I) folgt, wenn man dos alte Integi'al nach x, da8 
neue nach z differenziert, daß auch die Ableitungen d. s. die 

Fnnktioaen fix) und f\(p{i)\ -j- vermöge der Substitotion 

x = tp{z) ineinander Qbergehen müssen. Es kann daher dies 
Ewebnis nichts anderes sein, als die B^el der DifferMitLal- 
re<mnung über die Ableitung nach x einer Funktion einer 
Funktion von x (Diffr. § 11, I, S. 108). In der Tat ist 
danadi, für J{x) = jf{x)dx: 



(9) 



M(x) iJ{x) dx ix „^,j,,ix 



Nachdem also einmal (§ 4, IV, IX) das unbestimmte 
Integral ans dem bestimmten hergeleitet ist, folgt umgekehrt 
aus der Regel über die Ableitung von Funktionen von 
Funktionen ohne weiteres die Formel (9), und damit der 
Salz XI', und aus diesem wiederum verm^^ § 4, X der 

Satz n. 

Bei aufmerksamer Betrachtung des damali^n Beweises 
jener Begel (Di£fr. §11), sowie der in §4 getrofTenen Voraus- 
setzungen über die Existenz des bestimmten Integrale er- 
kennt man überdies, daß die Gültigkeitsbedingungen beim 
zweiten Beweise der Sätze II, 11' genau mit denen des ersten 
Beweises übereinstimmen. 

Als eine erste Anwendung der Substitutionsregel H 
werde die Quadratur ebener Kurven in Polarkoordmaten 
r, fp (Diffr. § 4) behandelt. 

Dieselbe Kiuve, deren Gleichung io rechtwinkligen 
Koordinaten y = f{x) sei, besitze zur Gleit^ung in Pohu-- 
koordinatcii : 
(10) r^F{,p). 
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Sind -f (qpa), <pg reep. F{ip^, <p^ die Polarkoordinaten der 
Punkte »,({«) reep. ß,f(ß), so m^e auch F(tp), im Intervall 
(9>i , f);) eine gleichmäßig stetige Funktion sein. Dann soll 

ß ß 

alao in daa Integral J^-^ jf[x)dx= jydx, das den in § 4, V 

festgesetü^n Fläoheoinhalt darstellt, verm^ der Substitution : 

(11) x = r oos*p = F(<p) coe 9P , y = f(x) = r ein qs = F{tp) sin ^ 

Etett X die neue unabhängige Variable <p eii^führt werden. 

Nach Satz n geht J* fiber in: 



/■■ 



drcoaai , 



Die Auaffihrung der Differentiation liefert f6r ^ = -T-t die 
neue Int^ralfnnktion in der Gestalt: 

r sin ?'(—*• sin (p + / cos?)) = — r* ain^flj + »-r' ainqj CO« «p , 

oder mit Einführung des doppelten Winkels 2(p , da sin* 9? 

1 — cosSoi . 8in2a> 
= 2 — ^, ainq^cos?' ^t 

i(i-»coB2fl5 + rr' 8in2^) - -i)-^ 



d. i. w^n (11) von -^ nach 9?, somit wird die neue Inte- 
gndinnküon: 

Nach § 4, XI ist: 



fU^h- 



ßm~xf{a) 
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folglidL eilütlt das nene Int^pnl, da nach g 4, (IV) 



-k^-h 



— dq>,^ Gestalt: 



„3) jj.j?.fa/-r^.,_M«=^+j|'.,. 

Vt VI 

Der ente Teil der rechten Säte hat eine unmittelbare 
geometrische Bedeatang: 4-«/'(«) resp. \ßf(fi) ist der Inhalt 
dee rechtwinkligen Dieiecks mit der Spitze 0, unter den 
EoordinateDanfangapunkt verstanden, and mit den Katlieten et, 
f(a)Tii8p.ß,fiß). Dann 




aber folgt ans (13), im 
- ■■' ■ ■ p%.2, 



Yei^eich mit der F%. 2, 



^fi 



dafi /-2<l9>der FlSchen- 

inhfdt des Sektors ist 
(Diffi-. § 4), der vom 
Radiusvektor r (10) fiber- 
Btrichen wird . wAhr^id 
sich der Winkel ip von ipi 
bis ipt in positiver Bi<^- 
tung (d. h. im Sinne des von der positiveD «-Achse cur 
positiven ^Achse hin wachsenden Winkels) stetig verXodert 
hat Beseichnet man den Inhalt dieses Sektors, wie in 
DiSr. § 4, mit S^, so sind wir za der Formd gelangt: 



Fif. 8. 



8^^ßr*d<p, 



(A) 

in Übereinstimmung mit der dort für gewisse Kurven (10) 
gefundenen Formel (Difir. g 4, 8. 38). 

Das Eigebnis (A) halte man auch direkt beiieiten 
können durch ein Verfahren, das dem in g 4 für die Qua- 
dratur bei rechtwinkligen Koordinaten eingeschlagenen ganz 
analog ist Denkt man sich zuvörderst wieder den Radius- 
vektor r (10), während der Winkel ip von fi, bis ip^ wächst, 
ebenfalls zunehmend, so teile man das WinkelintervaÜ (tputpj) 



{ S. D«r Uittolwwteats der Integralreohnung usw. 59 

in Teilintervalle {ip, (p + dip). Zu einem jeden soloben Teil- 
intervall gehört ein „Elementarsektor", dessen Inhalt ein- 
eeschloseen wird vod den Inhalten der beiden KreiBsektoren, 
die ebenfatls ihre ^itze in haben, den gemeioBanien 
Zentriwinkel Aq> und den BadiuB r resp. r+är bedtEen. 
Dann ist der ganze Inhalt Sp^ zwischen den Gremien: 

S^r'A^ nnd 2i{r+Ar)*A^ 

eingeachlossen ; nach Satz IV am § 4 konvergieren aber 
beide, falls r, und damit auch r* im Intervall (f),, ip,) eine 
gleichmäßig stetige Funktion von tp ]Bt,{5r ]iaiAip = ge^en 

denselben GrenzwertJ^r^ (f f> . Das Nämliche ei^bt sich, 

wennr m(ipi, ft) nur abnimmt Nimmt dagegen aUgemeiner 
r in {<pi, tpg) abwechselad xa und ab, so hat man nur die 
Summe 2'^(r + ^ Jr)M?<(0^#£l) aufzustellen, die nach 

§ 4, IV ebenfalls den Grenzwert j|r* ({97 besitzt, um alle 
FSlle zu umfassen. « 

Bezeichnet man den in Rede stehenden Sektor mit dem 
Inhalt Ä^ kurz als den „zu der Kurve (10) und den Winkeln 
Vi > Vi gehörigen Sektor", so gilt, in Analere mit dem 
Satze lY des § 4: 

A.„DerInhaltä'^ deseu eiaer ebenen Kurve 
r = F(q>), und zwei Winkeln cpi, <p^ gehörigen 
Sektors, wird, in Übereinstimmung mit der 
Anschauung, erklärt als der Grenzwert des 
Ausdrucks 2"|(r + *^»-)»Jy {0^1? £1), d.i. das 

Integraly^r^d^j: 



(A) S^-Hr'df.' 

i£ dem umgekehrten W 
"8^ Variable einführt, 

ß 
Formel J^=jf{x)dx. zurück. 



Auf dem umgekehrten W^e, indem man wieder x als 
unabhängige Variable einführt, gelangt man von (A) zur alten 
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Es m^;e indessen die SubatibiUonsregel II votii in 
anderer Weise anf das lat^iral (A) angewMidt «erden, in- 
dem (b. Diffr. § 13, S. 145) a: und y (und damit anoh r 
und <p) als Foiuctioaen eines Parameters t dargestellt seien: 

Der Akzent beseichne nunmehr die Differentiation nach t. 
Dann erhält man: 

+f{rsiR<p){rsmq;>q/)dt = fx(jf'—r'änip)dt 

+ jy{r'coi<p~af)dt = j{x^-y!ir)dt. 

Entsprechen also /, , t^ den Werten <Pi,<f.,, so gdit (A) 
über in; 

Diese Formel ist auch geometrisch unmittelbar anschau- 
lich. Denn der Inhalt eines „Elementarsehtors" jSj'''" wird 
näherungs weise durch den des „Elementardreiecka" Jf^'* 
angegeben, dessen Ecken 0, sowie die beiden Korvenponkte 
(/) and (t + Af) sind; der letztere Inhalt ist aber 

iKv + Jy) - f/(x + Ax)] = ^[xäy -yäx] 

Bildet man die Snmme aller Elementardreie<^e von t = ti 
bis t=ti und geht zur Grense über, so ei^ht sich gerade 
das Integral (A"). 

Die Darstellung (A*) werde noch einer gewissen Modi- 
fikalion unterworfen. Es kommt häufig vor, daß f(fi und 
g{ff als Bräche von Funktionen mit demsdben Nenner er- 
scheinen: 

m' ■ cw 



Dann kommt: 
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und {X') Dimmt die Form an: 



(A") 






Aus den Formeln (Ä), (Af), (A") lassen sich auch leicht 
die enteprectenden FonnelD fflr den Inhalt des Segmentes 
ablcdten, das von dem Eurvenbogen zwisoheu (^) und {i^), 
sowie der zugehörigen Sehne begrenzt wird. Man hat ja 
nur den Inhalt des Sektors S^ zu vermindern um den des 
Dreiecks J^. Der absolute Wert dieser Differenz ist als- 
dann der absolute Wert des Segmentinhaltes. (8. die An- 
wendtmgea in § 7.) 

Ein dritter grundlegender Satz über Integrale schließt 
sich an die Sätze II und II' unmittelbar an. Die Sub- 
etitutionsrege) führte daselbst zu einem neuen Integral von 

dx 
besonderer Gestalt, insofern dessen Integralfnnktion f[ip(t)]-^ 

als ein Produkt zweier Funktionen ersobdnt, deren eine 

dx 
selbst ein DifFerentialqnotient -^ = tp'(e) igt. Indem wir 

andere Bachstaben benutzen, fragen wir allgemeiner nach 
Int^;ralen von der Form jf{x)ff'{x)dx. Um ein derartiges 
Int^ral auf ein anderes zn reduzieren, das in vielen Fällen 
leichter zugüiglich ist, geben wir diesmal zunächst von einer 
eotspreohenden Formel der Differentialrechnung aus. Nun 
trat das Produkt fg' in der Eegel fDiffr. § 13, (IIb), 8. 149] 
ffir die Ableitung eines Produktes fg auf: 

(") m-fi-sf- 

Sind also die Funktionen f, g, f, g' in einem Intervalle 
ifii,ß) gleichmäBig stetig, so folgt sofort aus (14) und den 
SÄzen IV, XI des § 4 die sogenannte R^el der teil- 
weisen oder partiellen Integration: 

HL „Ist die lotegralfunktion von der 
Form f(x)^{x), so läßt sich das Integral auf 
ein anderes zurückführen, in dem nur die 
beiden Funktionen f,g ihre Bolle vertauscht 
haben: 
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(HI) fH')^{':)dx 

-/■(/i)!K«-rt»)9W-/jWn«)i«i 
oder für anbestimmtfl Integrale: 

Zu dem DÜnlichen Ergebnis wKre man wiederum direkt 
von der Definition des bestimmten Integrald aus gelangt 
Denn verm^ (11) gilt zun&obst, fQr <; i^ ^ 1, (Ue Identitfit: 

(15) 2f{x + &Ax^^{x-\-^Ax)Ax 
=S\f{x+'& Ax)g{x-\-'d Axj\'~ 2:g{x+& äx)f(x-ir^ Ax)äX: 

Sind also f,g,f',^ in (fK/ß) gleichmäßig stetig, so ge- 
langt man auf Grund von § 4, Satz IV und X, für limd^r = 
sofort zur Formel (HI) und damit auch zu (III'). 

Man wendet die Regel der partiellen lotegnition auch 
oft in dem besonderen Falle an, wo die Punktion g mit x 
selbst, also ^ mit 1 übereinstünrnt.*) Dann eriiält man f&r 
ein Integral ff{x)dX'=(3ff(x)dx die Umformung: 

(IHa) ff{x)dx = ßm-<xt\<x)-fxf'{x)dx, 

(maO jf{x)dx = xf{x)-jxf(x)dx. 

Diese Formeln gewinnen eine größere DurchsLchtigkeit, 
wenn man sie mit der Substitutionsregel 11 kombiniert. 
Danach ist, wenn man y = f[x) als neue unabhängige 
Variable einführt (also y als in dem betrefFenden Intervalle 
eindeutig umkehrbare Funktion von x annimmt): 

(16) / x^ dx=l xy' -T- dy , 

ooet da -;- = -7 : 
dy ^ 
(160 lx^dx = lxdy. 

Damit geht die Formel (Dia') über in: 



(IVaO jxdy+jydx^xy, 

t < 



*) Hier kann x auoh durah x-{-e ersetzt werden, wo c eine 
beliebige Konstante bedeutet, s. die Anwendungr in % 6. 
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and die entspreohende Formel fSr bestüninte Integrale lautet, 
wenn man zweckmäßiger die Integmlgrenzen von x mit d\, %, 
die zogeordneten von y mit y, , y, bezeiolmet: 

(IVa) /yda: + /a:dy*.a^y,-a^ft. 

Die Formel (IVa) läfit eine einfache geomebis^e Dea- 
tong za. BeechrSnken wir anB auf den Fall, wo y und x im 
Intervalle (Xi,Xf) reep. (Si,tft) »icl^t n^;atiT sind, so ist 

jydx—Ja der Inhalt der fiber (%,a^) stehenden, bis zur 

Kurve y = f{z) reichenden Fläche und entsprechend Jxdy = J, 

der Inhalt der üher (y^, y^) stehenden, bis zur Kurve reichen- 
den FlSche. Dann ist durch Anschauung evident, daß das 
Rechteck mit den Seiten 3:,, y, in drei Gebiete zerffillt, 
nämlich das kleinere Rechteck mit den Seiten Xj^,yi, sowie 
die beiden Flächen mit den Inhalten J^, Jg. Das ist aber 
gerade der Inhalt der Formel (IVa']. Umgekehrt geht aus 
letzterer hervor, daß die angezogene geometrische Deutung, 
unter Berückaiobtigung des Satzes V § 4, ganz allgemein giu. 
In derselben Weise läßt sich auch die allgemeine B^el 
(nia) der partiellen Integration geometrisch erfassen. Man 
denke sich zu dem Behof, vermöge einer unabhängige 
Variabein t, die vorgelegt« Kurve y = f{x) in der Form 
dai^estellt (s. Diffr. § 13, 8. 145): 

(17) x^m, y = g(t). 

Dann gilt^ wie oben, der geometrische Satz, daß: 

(18) Jx + J^^x^Vt-^iVi- 

Vermöge der Substitutionsregel II wandeln sich, wenn 
^, ^ die den Werten x^, x^ entsprechenden Werte von t 
sind, die beiden Integrale J^, J^ nm, wie folgt: 



(19) 



J.-J9{l)dx-jg^dt, 
J,-jmdy-jf^dt. 
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* ' ' dt 

(20) tv<it+pr<ii-f,9, M-ni,)}i.i,)-mg(t,). 

Das ist aber, bis auf die Bezeichoimg der imabbSn^en 
Vaxiabeln, genaa die aUgemeiue Formel (lil) der putieUeu 
lot^ration. Wir drucken das Ergebnis in dem Satze aus: 
B. „Die Formel (lUa) der partiellen Inte- 
gration für bestimmte Integrale: 

(in.) ff{x)^{x)dx +/k»;j/'(«) - msm - /■(«)»(«) 

gestattet folgende geometriaohe Deatang. 
Man fasse x als einen anabhängigen Para- 
meter auf und deute die Größen: 

s-m, i-gi') 

als die rechtwinkligen Koordinaten des 
Punktes einer ebenenKurve. Bedeuten dann 
Si,it resp. %,))j die den Werten a,ß von x 
zugeordneten Werte, ferner </^, J^ die In- 
halte der über den Strecken (li,i,) reep. ()]i,)h) 
stehenden, bis zur Kurve reichenden FUohea, 
so drückt sieb die Summe dieser beiden 
Flächeninhalte durch die Differenz zweier 
Kechtecksinbalte aus: 

Eine wichtige Anwendung der partiellen Integration auf 
die Theorie der Tajlorschen Reihe wird im nächsten Para- 
graphen gegeben werden. 

Zum Schluß notieren wir noch die unmittelbar ersidit- 
-lichen, den FormeM (Diffr. § 13, 8. 146, 150) parallel laufenden 
Formelu, wobei wir uns der Kürze halber auf unbestimmte 
Integrale beschränken: 

(V) Hf± g) dx = jfdx ±fg dx , 

(VI) jafdx ^ajfdx {a eine Konstante) 
oder in Worten: 
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G. „Das Integral einer Snmme resp. Dif- 
ferenz zweier Fanktionen einer Variabeln 
ist gleich der Summe reep. Differenz der 
Integrale der einzelnen Funktionen." - 

D. „Enthält die Integralfunktion einen 
konstanten Faktor, so kann derselbe vor das 
Integral gesetzt werden." ~ 

Beide Kegeln werden umfaßt von der allgemeineren: 

(VII) f{af+bg + ch+...)dx 

^ ajfdx + hjg dx + cjh da; -f- ... 

{a,}>,c,... Konstante, f,g,h,... Funktionen vcm x): 

E. ^a» lategral einer linearen Kombination 
von Funktionen einer Variabein ist gleich 
der nämlichen linearen Kombination der Inte- 
grale der einzelnen Funktionen." 



§ 6. Die Herleitnng der Tftylorseben nnd Kaelaarinsehai 
Beihe dureli partielle Integration. 

Um die Tra);weite der in den beiden vorangehenden 
Paragraphen entwickelten BegriSe^and Sätze, insbesondere 
der Kegel der partiellen Integration (§ 5, III), zunächst an 
einer theoretieohen Anwendung erkennen zu laBsen, m^;e 
der Kern der DiSerentialrechnnng, die Taylorsche und 
Maclaurinsche Reihe (Diffr. § 19) einer erneuten Behand- 
lung unterzogen werden, die vor der damals, auf dem 
Cauchyscheu Mittelwertsatz (Diffr, § 15) aufgebauten, einige 
Vorzüge aufweisen wird. 

Die Aufgabe soll sein, die Funktionsdifferenz /"(fi) — /(o) 
nach aufi4teigenden Potenzen von b—a^-h zu entwickeln. 
Schon die Form der Funküonsdifferenz führt unmittelbar 
zu deren Auffiisenng als bestimmtes Int^ral (§ 4, IV): 

(1) m-m-lnx)di:, 

wobei also f(x) im Intervalle (a, h) als gleichmäßig stetig an- 
genommen werde. Die sukzessiven Potenzen von b — a — h, 
sowie die sukzessiven Ableitungen der Funktion f{x)y ffihren 
W.Fr.Herer, IntegralrechnoDg. 5 
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aäch dflOD von wibet AAvdh dea ProEeß der partdellen Inte- 

g^stioB eia. D« h—a [(* — J)— (Ä — a)] {b — x)l, 

aa füge awn der lDtegrslfi»lrtion f^) in (1) den Ftiktor 
l={x--by Unm (§ S, S. 62, Aböl). Dwib aiteteht zu- 
wrdefst: 

und dBmit (unter Berüdceiobtigung von § 5 (VT)): 

(2) m-m-'> n«) + /V - ^) rw <<=' • 

Dss rechteiliaDd atmende Integra] heifit das „Rest- 
Integral", behufs dessen Existenz auch f\3S) im Interrall 
(o, 6) ale gleichmäßig stetig vorausgesetzt werde. Um von 
hier aus zur zweiten Potenz von h = b — a zu gelangen, 
fasse man den Faktor x — h unter dem Kestintegral: 

/(6 - 3^ f(^ dx = - j[x - b) f'{af) dx 

als Ableitung von ^(x^b)' auf, so liefert db abemudige 
partielle Integration: 

jt!,-x)nx)dx — y[fe=*]'rw<i^ 

■wo in dem nenen Eestintegral j ' ~ ■f"'(x)dx wiedenim 
f"'(s^ als m (a, \^ gleichmäßig st^äg festgesetzt werde. 

Dj:...j.i Google 
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Die Einsetzung in (2) gibt die um ein Glied enveiterte 
Bntwiekelung: 

b 

(3) /(J)_rt„)_J/'(„) + |!/"(„)+j"fc=^n^)Ä:„. 

Im neuen Reatintegral rechterhand ist ^ — rr-^ = - — z—i- 
(a; — 6)' . , 

die Ableitong von — ^ — ; abermalige partielle Integration 



/fc^rw<..=/[<^]>w«» 



wo jetzt auoh f^*^x) in {a, b) gleichmäßig stetig seL 

Damit erweitert eioh die Entwickelung (3) zu: 
h 

(4) A4)-/-(a)-if(o)+|^r(«)+|^/'»+y"fc^/»lWiJa:. 

Durc^ unvollständige Induktion wird man somit zu dem 
Anaatz veranlaßt: 

(1) fti)-n»)-»A«)+|Jr(»)+|^r(«)+... 



v%na)+j^-£^f^r'nx)ix. 



Die vollständige Induktion ist leicht zu vollziehen. CreBertzt, 
die Formel (I) sei richtäg bis zu ii^nd einem Werte des 
Index n, so wende man wiederum auf das Reetint^ral die 
partielle Integration an: 
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*-+'_^.+.,(„)+|fc;^f,.+.,(.)... 



(»+!)!' 



SubBtitaieit man den so gefundenen Anedniok in der 
letzten Zeile für das ßestinlegrai in (I), so geht ersichtlich 
die nänUiche Formel (l), nur f&r den nächst höheren Index 
rt + 1, hervor. 

Der Gültigkeit des Verfahrens lag zunäcl^Bt die Yorans- 
setzung zugrunde, daß die Funktion f{x) im Intervalle (a, b) 
gleichmäßig stetig sein sollte. In § 4, VH war bewiesen, 

daß dann auch jf{x)dx-=f(x) — f{a){a^x^b) und damit 

anch f(x) selbst in (a, b) gleichmäßig stetig ist 

In derselben Weise ISßt sich schließen, daß, sobald die 
Funktion f.'+^i(x) in (a, b) als gleichmäßig stetig voraus- 
gesetzt wird, dasselbe auch sukzessive von den Funktionen 
/l"'W, f—m, ■■■, m, m gelten mu«. 

Die wiederholte Anwendung der partiellen Integration, 
die schließlich zur Formel (I) führte, setzt behufs l^istenz 
der sukzessiven Eestintegrale die gleichmäßige Stetigkeit der 
Produkte (b—x)i"{x), Q)—x)*f"'{x), ... bis zu (6— a;}« /'"+!)(*) 
im Intervalle (a, b) voraus. In Ditfr. § 16 war bereits gezeigt^ 
daß jede natürliche Potenz (p — x)" in {a, b) gleichmäßig stetig 
ist (für beliebige Werte von a, h), mittiin sind es aut^, nach 
§ 5, 8. 51, Anm., sämtliche eben erwähnten Produkte. Da 
die Ejitwickelui^ (I) mit der damaligen Taylorschm Beihe 
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(Diffr. § 19) bis auf die Form des fieetgliedes überemstämtnt, 
werde sie als „Taylorsohe Reihe mit dem Kestintegral" 
beseiclmet. Dann gilt also: 

L „Die Taylorsche Reibe (I) mit dem Reat- 
integrai ergibt sieb durcb wiederholte An- 
wendung der partiellen Integration aaa der 

Darstellnng f(p)~f(a)=ft'{x)dx. Die Reihe 

iet jedeafalU gültig, wenn auch nur die 
(n + l)*« Ableitung f'+^^ix) von f(ic) im Inter- 
valle (a, b) gleiohm£fiig stetig ist," 
Schreibt man, um den Charakter der Entwickelung (I) 
als einer Verallgemeinerung des binomiscben Satzes (Diffr, § 6) 
deutlicher hervortreten zu lassen, a + h für b, so nimmt (I) 
die Gestalt an: 

ffa) /■(a+»)_/-(o) + »n«)+|^/»+- 



,^,.,,„,+/(i±Az: 



Faßt man hier a als einen variabeln Wert x innerhalb 
des voi^legten Intervalle» auf, für das f^''+'i{x) gleicbmiß^ 
stetig sein soll, und gehört auch der Wert x+A jenem Inter- 
valle an, so ist im Restintegral für die uuter dem DifTerential- 
zeichen stehende Integratioosvariable ein anderer Buchstabe, 
etwa t, zu verwende. Alsdann lautet die Taylorscbe Reibe: 

(ib) f{x+h)=f{x)-\-hnx)+^nx)+... 

Aus (Ib) geht die Maclaurinsche Reihe hervor, 
wenn man — falls das gestattet ist, d. b. wenn der Wert 
Null dem vorgelebten Intervalle angehört — den Wert x 



70 I S. Die HeriMtnng der ü^ylonabtH BiOe niw. 

f^töA Null -wiUt Sehreibt m«i fOr die «!■ Variable «of- 
gefafite GMäe A iriederan den BneheUben x, §o ktmnti 



a«) m-f 



+^mo)+ß^r'+-mdt. 



nvleudit : 
mit den £mal8 (Diffr. § 19) erhaltenen, so liegt der Ünterechied 
m der Gestalt dea Restgliedes. Während dasselbe damals nar 
naittela einer anbekannten Größe ^(O^i^^l) abgeschätet 
werden konnte, läßt es sich jetst vermöge des dustellenden 
RestintegralB genau angeben. 

Überdies bemerkt man, daß die neue Herleitiing der 
Beiben eine durchsichtigere ist, and daß die Gültigkeita- 
bedingung jetst einfacher lautet. Umgekehrt wird man jetzt 
fragen, wie man durch geeignete AbscliätBung des Restinte- 
grab die damaligen Formen des Rest^liedes, insbesondere 
die Lagrangescne (L c. S. 253) und die Cauchysche (1. c 
S. 268) wiedeigewinnen kann. Offenbar wird man sich m 
dem Behuf des Mitlelwertsatzes der Integralrechnung (§ 5,1^ 
bedienen, in dem ja ein unbekannter Mittelwert in derselben 
Gestalt wie beim Mittelwertsatz der Differentialrechnung aa& 
trat Zudem erecheint die Integralfunktäon des Restintegrals 

in (I), ^ j — ß''+'i{x) Ton vomherein als ein Produkt^ s<^ar 

noch in mannigfaltiger Aoffaseung. 

Die Funktion = ~ hat im Intervall (a, b) nur einerlei 

«! ' 

Vorzeichen, während über die Funktion f^*+*\x) im all- 
gemeinen [bis auf die j^eichmäßige Stetigkeit in (a, b)] nichts 
K&beres bekannt ist. 

Daher liefert der Mittelwerteats (§ 5, 1) für f= /"'"+%), 
„ (b-x)\ 



3.n.iizedby Google 



9 6. Di* H«riwtiug der TftyfeiMhMi Bcüie ubw. 71 

(5) 



I / ^-;^^"+"W ''»^ =• ^ '^"^ "<» + **) / (' - *'" ''* ' 






/^v- 



DieB ist in der Tat die Lagrangeeche Fonn des Rest- 
gliedeB (Difir. 19, S. 253). Ifimmt man andererseits: 



n) 
80 ergibt sich: 

und damit: 

Dies ist gerade die Cauchyscbe Fonn des Bestgliedefl 
(Diffi-. § Id, S. 358). Vergleicht man wieder die jetzige Her- 
leitnng von QXf und (IIa) mit der damals g^ebenen, so 
fällt es auf, daß, während dort das Lagrangesdtie Kestgtied 
direkt und als das einfachere herT(»^ng, das Cauchyeche 
dagegen nnr auf »nem Umwege, tmd als das komjdiziertere^ 
so ist es jetzt umgekehrt; das Cauchyeche Restglied äiefit 
gerade aus der spezieUsten Form des Mittelwertsatzes d^ 
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]bitegralredinnng. Aber auch die in DiSr. § 19, S. 258 anf- 
gesteUten Zwiachen formen des RestgliedeB fügen sich 
nunmehr oi^anisch in den gegenw£rtigen Zusammenhang ein. 
Denn da auch jede Potens {b~xy, wo p ein beliebiger 
Exponent ^0 sei, in einem beliebigen Intervall (a, b) nnf 
einerlei Vorzeichen beeitzt und daaelbst gleichmS^Big stetig 
ist (Diffr. § 16), so apalte man die Integralfunktion des Best* 
int^^rals in (I) in zwei Faktoren, wie folgt: 

<„ £zf);f....,(.)H>-»).. '^-)-;r-w , 

wo ffir o^p^n auch der Faktor von (b — tc)' rechterfaand 
in (a, b) gleichmäßig stetig ist Dann liefert der KCttelwert- 
Satz I des § 5: 



l'-^r 



(8) r-^^f^ /•(■+«(»)<(«: 



[»+>-(»+w)l— v ,.. 



«1 



f l"+>l(o + *») / (S - »)»«» 



./(»-. 



and demnach ; 

,^ür p = resultiert hieraus wieder das 

Canohysche Restglied (IIa), für p — n das 

Lagrangesohe (IE), fSr die Zwischenwerte 

p=- 1, 2,... »— 1 aber gerade die in Diffr. § 19 

angegebenen Zwiaohenformen." 

Es sei indessen betont, daß in (IIb) die Zahl p aadi 

jeden rationalen oder irrationalen Wert zwischen und » 

erhalten darf. 

Die korrespondierenden Fonnen des Restgliedes f&r die 
Reihen (la), (Ib), (lo) fließen aus (Hb) für die angegebenen 
Werte von p (=0, 1, 2, ... n) von selbst, so daß deren 
Wiedeiiiolung unnStig erscheint 
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Eb nu^ noch eioe besoodere Art der AbeobätzuDg des 
Restint^irals in (I) mit^teilt werden. Es werde nämlidi 
die — in der Tat häufig erfüllte — Annahme getroffen, daß 
die Fonktion /^"+*J(ir) im Intervall (o, b) nur einerlei Vor^ 
zeichen besitzt Nimmt man dann im Mittelwertsatze (I) 
des § 6 für / die Fanktion Lzip!^ fflr ^ die Fnnkü«i 

/■("+i){a;), 80 en^bt sich in derselben Art^ wie oben: 
C' yfc^fC+')(«)d»-^(l-«)-j"/(-+')(a:)äa:, 



(ID) j'L*f(.+.)(^)rfi._^(l-#).|/t.)(i)-/<.l(,)], 

od«* in Worten: 

jjst im besondern die Funktion /"("+*)(«) 
im vorgelegten Intervall von einerlei Vor- 
zeichen, so gilt auch die Abschätzung (III) 
des Bestintegrals." 
Über die Anweodangen der verschiedenen Formen des 
Kestgliedes anf die einzelnen elementaren Funktionen siehe 
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Kaintel IL 
Quadratur von Enrven. Kubatur von Rotatioiui- 
körpem und verwandten. Bektiflkation von 
Kurven. Komplanation von Botationsflftohen. 

§ 7. Qniärataren einzelner ebener Karren. 

Die gruDdlegenden IntegralsätEe des Torigen Kapitels 
reicben hio, um eine ausgedehnte Reihe geometrischer Auf- 

ren eriedigen zu können; hiermit aollen zugleich Anwen- 
gen der Differendalrechnung auf Geomebne verbunden 
werden. 

Hierbei wird sich von selbst Gel^enheit bieten, ein- 
lacherelntegraleanfGrund bekannter Formehl der Difierential- 
rechnung aueznwerten, während eine syBtematische The<Hie 
solcher Auswertungen erat im ersten Kapitel des folgenden 
Abschnitts erfolgen eolL 

Zunächst möge die Lösung des Quadraturproblems (§ 4) 
an einer Heihe wichtiger Beispiele illustriert werden. 

L Kreis. 

Der Kreis sei auf. zwei senkreclite Durchmesser als 
Koordinatenachsen bezogen, dann lautet seine Mittelpunkt»- 
gleichung (Diff. § 5, S. bO) : 

(1) a:^ + y* = o* , oder y = y«* — x* , 
unter a deu Kadius verstanden. 

Wir beschränken uns auf den ersten Quadranten, nehmen 
also X und die Quadratwurzel in (1) positiv, und fahren 
gleichzeitig Polarkoordinaten ein: 

(2) x = a CO895 , y = a einip . 
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Der sa bereofanende Inhalt J^ sei br^reazt von der 
AbflnsBenaobse, der Ordinateaiidbse und der nw Abaasse x 
g^börendpa Ordinate, suwie 
von dem Ewischeo ihnen lie- 
genden Kreisbogen (9. Fig. 3). 
Durch den Kadiuevektor r 
wird die Fläche J^ zerlegt 
in einen Kreissektor S vom 

Zentriwinkel y = -^ — y, and 

in das rechtwinklige T>reiedkA 
mit den Katheten x, y: 

(3) Jt = S + d. 

l^aoh den Elementen der Planimetrie ist (Difir. § 4, S. 35): 




(4) 



ä = \xy = \xyt 



= \a* CO89J antp = ^a' si 



Ffihrt man auch in S rechtwinklige Koordinaten ein, 
so ist nach (2): 

X 

einyi — coB^i = — , 



Danach erhält man für den Inhalt J^ zwei Darstellungen, 
einmal in Polaikoordinaten, das andere Mal in rechtwink- 
ligen: 

(I) J'a^jin-2q> + siji2q>) 

■ X ,-r 

o* arcsin f- xfa* — x^ 
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Hieraus ergibt aioh sofort der Flüchflniahalt J^, mit 
der ADfangsabazisfle x^, nnd der Ejodabszisae x, (>»i): 

(la) J^-J^-J^. 

Zweitens mag der Inhalt J^ direkt auf Grund des In- 
te^ralsatzes (§ 4, IV) ermittelt werden. Man hat: 



(6) ■n-ji^- 



Das Int^r^ rechterhand m^ eben&ÜB in zwei GHedw 
zeilegt werden. Da (arcsiii— 1 -= - — — (Diffr. § 10), so 



bringe man dnrch Erweiterung die Quadratwurzel unter dem 
Integral in (6) in den Nenner, dann honmit mit Kückaioht 
auf § 5, (V), (VI): 

fj-i ?j fa'^x* , ,r d« r -» , 

] j }^i=^ j ^a*-x' j yss=^ 

Da ~'^ ={-^at-frt)' {Difir. § 14, Beispiel (16)), so 
ya' — x' 
unterwerfe man das zweite Int^^ral rechteriiand der partiellen 
Jntegettiäoa (g &, O), so ergibt sich: 




ana der nach EHnsetnong der Grenzen 0, x die Formel (!) folgt. 
Zur Kontrolle berechne man noch in derselben Weise 
den Inhalt Jj. Wegen arc8inl«=~ wird gemifi (I): 
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j:~]f 



a'aroBm— 



und diher Jj + Jj^Jj- 

dem elementaren Ausdruck fflr den Inlialt eines Sj«u- 
qnadranten. 

Die zweite Herleitung der Formel (I) bietet den Vor- 
teil, abgesehen von der Kenntnis des Intf^^-als {!') ond deren 
geometiiBcher Deatung, einer direkten Übertr^ung anf die 

n. Ellipse. 

Die Mitt«lpanktsgleiobang der Ellipse (Diffr. g 5, B. 52) 
lantet: 

Indem wir nns wieder auf den ersten Quadranten be- 
Bchrfinken, geben wir (7) die Form; 

Der Inhalt J^ der auf der AbszisBe x stehenden Flüche ist : 
(8) JS-'^fy^^^^äx, 

oder, mit Rücksicht auf die Int^;ralformeI (T): 

(H) j._^l,^,ü,£+£i/m 



Löst man die Klammer rechterhand auf, so erkennt man, 

daß das zweite Glied -7- 1/ 1 i = 9 wiederum der Inhalt J 

des rechtwinkligen Dreieckes mit den Katheten x, y ist, mit- 
hin das erste Glied -^ aresin — der Inhalt des Ellipsen- 
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sektora S, der vod der kleiDen Halbachse b und dem Badiu»- 
vektor r oebst der Ell^se bereuet wird: 

(Ha) 

FQlui man <^ ezzentriBohe Aoomftli« ip ein ntt^ der 

Formeln (Diffr. § 5, 8. 52): 

(9) x = a costp — . a sinl — .— q>\, y =- b ain^; , 

BO wird arosin— = ^ — gi, somit: 
2*^' 

(10) s-f(f^^)-^(»-2,). 

Hierans, wie auch ans (IT), flie&t sofort ale Inh^t J^ 
der Ellipsenquadranten: 

(11) /f-^, 

und hieraus wiedenun der lohalt Sj, des von r und a be- 
greozten EUipsensektore: 

(nb) s,_5|?. 

In den Formeln (H), (Ha), (11), (IIb) zeigt sich die 
direkte Ausdehnung der Formeln för die Kreisquadrator auf 
die Ellipae. 

m. Hyperbel 

Die Quadratur der Hyperbel war für einen ersten Fall 
schon in Difir. § 3, 8. 28; § 12, S. 128 erledigt War die 
Hyperbel auf thre Asymptoten als schiefwinklige Koordinaten- 
achsen bezogt also ihre Gleichung: 

(12) ,-|, 

und a> der Asymptotenwinkel, so ergab räch f^ den Inhalt Zjf 
der auf dem Abszissenintervalle {ci,ß) stehenden Fläche: 

D.s.l,Zädby Google 



•p 



I 7. ijaadntur^ Mnwtoar «boBsr Kurran. 7f 

Dies bestätigt sich dnch den Int^nlHtB (§ 4, V), 
"da; 

I:r (Difir. § 12, S. 12S), m koraort: 



(13) ^ = c8iDa./^ = C8in«,I-^*i 



,/f=.. 



■•)■ 



ÄDtlererseits werde die Hyperbel auf ibre Haupt- and 
Nebenachse als x-, resp. y-Achae bezogen, so iat ihre Mittel- 
punldi^eichiuig (Diffr. § 5, S. b3): 

oder, bei BeBchräabung auf den ersten Quadranten : 



(141 



-+aVi+i 



}Tnn drücken sieh die in (13) auftretenden Konstanten 
c, m durc h die Halbachsen a, b aus (s. diese SammloDg, 
Bd. Vin, § 46), wie foJgt: 



(15) 



*2 o' 2 +ysr+6i' 

2ab . ab 



2 +yo» + ft» a» + 6*' 2 

so daß die FtHinel (13) auch die GestaU annimmt: 

(130 2i = '4'l 

Die zweite Quadraturanfgabe für die Hyperbel ^14) 
bestehe in der Ermittelung des Inhaltes J| — J^ der auf dem 
Absziesenintervalle {a, x) stehenden Fläche. Es empfiehlt 
sich, wie in § 5, Satz B, den korrespondierenden Inhalt (7^= i^ 
der auf dem Ordinatenint«-valle (0,y) stehenden Fläche hinzu- 



*) Allgemein ist ersichtlich bei sahiefwiakligen Koordinat^i 
der Ausdruck jf (§ 4, T) nut dem Faktor sino) zu versehen. 



.j.^ Google 



80 8 7. Qtudnturau eüuelaer eb«ner Kniraa. 

nuieheii, so daß die Helation gilt: 

(16) JJ + JJ = a:y = i . - /a:*— o» . 

Die Inhalte J', J} werden gemäß (X4') daroh die Inte- 
grale bestimmt: 



■'f-T 



brit^ man viedemm durch Er- 

in den Kenner; 




=/», 



= -— Vv* + ^' , dnrch partielle Inte- 



Weiterung die Wi 

(18) l^,irTF'.i^f^,+f, 

SO entsteht, da 
gratioD: 

(19) !dyiyiT^-h'!j^= + yfgST^-[iyii^+W, 
und aamit: 

(20) 2/"d,)Si+P-l'/"-^=^=+S)5f+6i, 

J J n'+i' 

also, dorcb EinBetziuig in (17), gemäß (14*): 



(21) 



= + !:.,. 



Hier ist das cweite Glied ^xy wiederum der Inhalt J 
des rechtwinkligen Dreieckes mit den Katheten x, y; ersicht- 
lich (s. Fig. 4) setzt sich aber der Inhalt Jf zaBammen aus A 
und dem Inhalt iS des Hyperbelsektora, dessen Spitze im 
Mittelpunkt der Hyperbel liegt, und der yon den ßadien- 
rektoren a, r begrensit ist Daher ergibt sich für diesen 
Sektor 8 aus (21): 



(22) 
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Die Hyperbelgleichimg (14) ist mittels eines Kl^ 
Winkels q> ersetzbar (DiSr. § 5, B. 53) durch: 



Es liegt daher nahe, behois Aaswertang des Int^;ralfl 

r Kl) 

— ^=^=^= in (22) gemäß der Substitationeregel (§ 6, II) 

den Winkel <p statt ^ als nnabhäi^'ge Variable einzuffihren. 
_ dtg» 1 " ._,, 

Da — ^^™ :— . erhalt man: 

dtp co8»93 



/ 



(24) . tt; -/-Jj^, 

oder anoh, wenn man statt 9:1 den Komplementwinkel 
Y>=3 — — y einführt: 



(25) 



Endlich werde statt %p der halbe Winkel z = -^ snb- 
stitoiert, so kommt ^ 



f dtp ^ jdyß ^ 

statt y> der halbe '^ 

(26) [4^-f^^ (li^^-^ti^^^J^. 

J amv* J 8mj;co8z J BmxatM'x J ° ooa*^ 



Nun ist: 

dx cos»x' 
W. Fr. H«jer, IntagralTechniug. 6 

Dj:...J.iG00g[c 
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J ^CM'z J ^ igt J ' dx 



itex~i*tj 



-i^i-ii-itg^. 

Dadnrcii eigibt sidi nach WiedereinfOhrung der früliei«ii 

VariabelB y: 

c 

f "f 

also, wegen (22), (23): 

,J)er Hyperbeleektor 8^ = S mit der Spitze 
und den begrenzenden Radienvektoren a, r 
besitzt den Inhalt: 

Um 8 durdi die rechtwinkligen Koordinaten x, y des 
Hyperbelpunktes {x, y) auszudrücken, b&t man nocb cotg-^ 
dnrck cotgv = tgf,=r'^ aoszudröcken. Nun ist (s. diese 
Sammlung Bd. HI, § 44): 

co<g*|-l 



2co.g| 



ootg»-|-2ootg|-coigv'--l = 0. 

also liefert die Auflösung dieser in oot^-^ qnadratisohei 
Gldchuug: 

(28) cotg^ ^ ootgv + yi+ootgV , 
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iro offeob&r der Quadratwurzel nur das positive Vorzeichen 
zakomml^ oder auch nadi (14'): ^__ 

<2fl) cotg| = tgv + |T+tiV = | + j/l+|| = f + |: 

^er Sektorinhalt S (lÜa) drOckt eich in 
rechtwinkligen Koordinaten x, y aus daroh 



(inao 



?'- 



Diese Ergebnisse verbinde man mit den Formeln (16), 
(17), (21) lör die Inhalte JJ, JJ. Dann ergibt sieh: 

^ie LöBuag der Hyperbelqaadratur, bei 
Zugrundelegong der Hyperbelachsen als Ko- 
ordinatenachseD, findet ihren Ausdrnck in 
den Formeln: 



(ini 




Durch geometrische Überlegungen läßt sich die Ableitui^ 
der Formeln (III') kürzen und zugleich durchsichtiger machen, 
indem sie direkt auf die FormcJ (III) zurückgefGhrt werden 
^s. 'F^g. 4). Sei ^ die im ersten Quadranten verlaufende 
Asymptote, B die andere. Man betrachte das Viereck Y, 
das begrenzt wird durch die Hauptachse, die Ordinate y 
des Hyperbel pimktes P{x,y), die durch P parallel zu B, 
bis zu A gezogene Strecke l und endlich durch diese Asym- 
ptote selbst begrenzt wird. Das Viereck V kann in doppelter 
Weise in einfachere Flächenstücke zerlegt werden; der Kürze 
halber seien die letsterea mit den gleichen Buchetaben be- 
l^;t, wie ihre bezüglichen Inhalte. 

6* 
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Bedeutet I, die diirdi den Scheitelpunkt 8, parallel zu ß, 
bis KU A gezt^ne Strecke, so EerfaUt V eimual in: 1. die 
Fläche J,=JJ, 2. das 
krummlinige Viereck 
A, das von der Hy- 
perbe i ,der Aay m ptote 
A, sowie dfn beiden 
Strecken l, l, begrenzt 
wird; 3. einem über 
a et«henden Dreieck 
^n. Somit hat man 
für die Inhalte V, A, 
Ja, -^ 77 die Uelation: 

(30 a) 

r=in+A+Ja. 

Das Dreieck 1 77 

ist die Hälfte des 

Parallelc^amms 77, 

das entsteht, wenn 

p. ^ man durch S die 

Parallelen zu beiden 

Aaymptoten 1^. Das für irgend einen Hyperbeipunkt P 

durch dieselbe Konstruktion entstehende Panillelc^Tainin hat 

(s. diese Sammlang Bd. VIU, § 46) denselben Inhalt 77. 

Die Hälfte des letzteren Parallelogramms ist das von 
A, l und r begrenzte Dreieck J^. 

Durch den ßadiasvektor r zerlegt sich das Viereck V 
andererseits in 1. das Dreieck J^, mit dem Inhalt -^77, 
2. die Fläche J^, 3. den Sektor S, so daß auch: 
(30b) F=i/r+J", + S. 

Die Veigleichung von (30a) mit (30b) lehrt zunächst, daS 
(31) A = S: 

^er Hyperbelsektor, mit der Spitze in 0, 
and den begrenzenden Radienvektoren -a, r, 
besitzt denselben Inhalt, wie das krumm- 
linige Viereck, das von der Asymptote A, der 
Hyperbel und den von Pzu B bis zu A parallel 
gezogenen Strecken 1,1, eingeschlossen ist." 



% 1, QuAdratuien emz«liier ebener Kurven, 85 

Nun ist eraiohtlioh, daß: 

(32) S + J.-^, 

BO daß maa, mit Rücksicht auf (31), für den gesuchten lo* 
halt Jx zunächst erhält: 

(33) J, = ^-A. 



(33') 



Der Inhalt A wird durch (III) gelief^t: 



Hier sind a, ß gleich den Längen der durch 8 resp. P 
parallel zur Asymptote Ä bis lur Asymptote B gesehenen 

Strecken» ihr Verhältnis — also gleich dem Verhältnis der 

durch F, S auf B gefällten Lote. Letzteres Verhältnis hat 

aber, da — f-^ = i die Gleicbtuig von B ist, nach den 

Elementen (s. diese Sammlung Bd. Vm, § 14) den Wert — -f- y • 

Die Einsetzung dieses Wertes in (330 ^ührt, wegen (31), 
direkt zur dritten Formel von (III'); aus dieser fließen, 
unter Berücksichtigung von (32) und (16) die beiden andern 
Formeln (Ui'). 

Nach dieser vwläuGgen Erledigung der K^elschnitte 
seien swei wichtige transzendente Kurven behandelt, di« 
Eettenlinie und die Zykloide. 

IV. Kettenlinie. 

Die Gleichung der Eettenlinie lautet, wie die Mechanik 
zeigt, wenn man deren 
Ac^se als Abszissenachse 
wiUilt: 

(34) y = ^(e^+e-'). 

Die Gestalt der Kurve 
ist die eines an zwei Stellen 
wifgeh&ngten Fadens, 
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Denkt man Bich die Abszissenachee borizontal, and ist 
S der Scheitel, d. L der tieffite Funkt der Kurve, so be- 
deutet a die Ordinate von S. 

Ee eoll der Inhalt </, = J' der auf der Abszisse x stehen- 
den Fl£die beredinet werden: 



(36) 
Dm 



J. = J% = 



ldx\e''-^e 



(Diffi-. § 14, S. 177, (44)), so kommt unmittelbar: 
(IV) J,=J- = ^(eT_,-^). 



Erhebt mau einmal c/^ gemäß (IV) ins Quadrat, audererr 
eeite die Größe ay (34) und eubtnüiiert, so erhglt man: 



(ivo 



(/,)' = o'y» - o* = a»(y> - o») , 



Errichtet man also über y ein recfalmnhliges Dreieck, 
dessen eine Kathete a ist, imd nennt h die zweite Kathet«, 
80 ist y* — a*=6*, mithin J,= ofc, d. L der doppelte Inhalt 
jenes Dreiecks. 

V. Zykloide. 

Unter der (gemeinen) Zykloide versteht man die ebene 
Kurve, die von einem beliebig, aber fest gewählten Puokt P 
der Peripherie eines festen 
Kreises beschrieben wird, 
während der Kreis auf 
eioer festen Geraden, der 
Achse der Zykloide, ohne 
zu gleiten, entlang rollt. 
Ist a der Badius des 
Kreises, und wählt mau 
die Achse als i 
achse, sowii 

Fig. 6. punkt als eine der 

Stellen, in denen der Funkt P auf die Achse zu liegen komml^ 
bedeutet endlich ^ den Drehungs (oder Wäkungs-)Winkel, 
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der den Mittelpankt des rolleDdeo Kreises in die Lage M 
bringt (b. Fig. 6), bo lautet die Crleichung der Kurve, da 
die At^isse OS von M gleich der Länge aqi des abge- 
rollten Kreisbt^DS PB ist; 

(36) X = a{'p — änip) , y = o(l — oos^i) . 

Dem Wert ip = entepricht die Stelle 0; wäobat q> von 
bis 2n, so hat der Kreis eine volle Drehung erfahren, tmd 
der Ponkt P einen ersten vollständigen Bt^eu der Zykloide 
beschrieben, aa£ den Wir ans beschrknken. 

Man hat fOr den Inhalt J^ = JS ^^^ ^^ ^^ Abszisse 4 
stehenden Fläche, gemäß (36), unter Benützung der Sub- 
stituüiBiBregel (§5, II) : 

(37) J^ = J§=lydx=\y -r- ä<p-~a^ Ul— coBip)'d^ 





= 0* jdtp-2Jco\ 



Hier ist jd(p = <p, jcoB<pd<p = 8inip, 

I ■, j /l-i-cos2oj , fl + coB2w ,,f. . 
/ co8'^(pdtp = j~-'^ — ^dtp=j—^-^ — ^d(2<p) 

= |- + |ain29P, 
somit nach Einsetzung in (37): 

(V) J, = JJ=a»(^-2sin9) + isin29j)*). 

*] HierauB (oder auch direkt aus der Formel (A') des % &) 
berechnet sich leicht der Inhalt des zum Zykloidenbogen OF ge- 
hörigen Sektors (oder Segmentes) S^: 

8^ — J^- — ^ = J^ — — (y_y eoay — siny + mnip cosy) 

= ~ (S-p — 3 sin?' + g> coaq>) = y (Za! — <py) . ^ 
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Die rectte Seite läßt sich elementar konstzuierrai. Der 
im Erdae vom Kadios a zum Zentriwinkel qi gehörige Sektor 

hat den Intialt iS^^ 

stehende Dreieok den Inhalt A^=-^ eSnq) und das dem 
T^nkel 291 entsprechende Dreieck Jj^ den Inhalt: 

Damit nimmt (V) die Gestalt an: 

m j.-jf-3(s,-j,)-(j,-ij„). 

Hier ist 8^ — J^ der Inhalt des sn q> gehörigen Kreis- 
aegmentes £^ '. ~ 

Fällt man noch im Dreieck A~ die Nebenhöhe h, so zer- 
legt dieselbe das Dreieck in zwei leildreiecke, von denen das 
mit der Spitze imKreiflzentrum den Inhalt -^J,« besitzt, mithin 
das aodere mit den Seiten h, s den Inhalt At = ä^~\A^^. 
Dann zieht sich (V) zueammen in: 

(V") J. = Jo" = 32V-J.. 

Ans der Formel (V) fließt im besondem als Inhalt Jl" 
einer ganzen ZykloidenflSche: 

(Va) Jf-^Za^n: 

,^er Inhalt einer ganzen ZykloiHenfläche ist dreimal so 
groß als der Inhalt des erzeugenden Kreises." 

Eine unmittelbare VeraUgemeinernng ist die Epi- 
zykloide: 

VI. Epizykloide. 

Diese Kurve entsteht, wenn ein Kreis vom Radius a auf 
der Außenseite*) eines andern, vom Radius r, ohne za 



*) Botlt der erste Kreia &uf der Innenseit« des zweiten, ao 
entsteht die „Hypozykloide" ; die zugehörigen Formeln gehen aus 
denen des Textes durch Tertauschuug von a mit — a hervor. 
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eleitea, abrollt (a. Fig.:7). Nimmt mut den Mittelpunkt 
des festen EreiBes als Anfangspunkt rechtwinkliger Ko- 
ordinaten, und ist x ^^ Drebungswinkel, der den Mittel- 
punkt deB rollenden Ereises in die Lage M(S,ti) bringt, 







M<t 


y 






^yi 








A/ 






y 


7 


? 
^ 


-/ V^z 


ji 






y^ "^x 


»xsl 






\^ 


isgrxi 





ip der Winkel der Zentrale OM mit der positiven Abszinseii- 
acbee, eo lautet die Crleichung der Kurve, da der al^rollte 
Kreisbogen die Länge ax = Tip besitzt, und die Strecke PM 
den Winkel <p-'rX ^^'^ ^^' n^iativen Abszissenachae bildet: 



+ '' 



(38) 



o + r 



(380 



Setzt man 

d<p 
dx 



; = (a-|-r)cosf> 

r = (a + r) ainqp — a sin - 

^^ = a, so folgt ans (38): 

(a 4- r) (— sin 9? + sin öt gs) , 

y ~~ =- [(fl -J- f ) sinqa — a sin a gp] (— sin qs + sin « ^) 
-|- sin 9] sinix 93(20 + O • 



= — (o + »■) 8™* 91 — a sin- 
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um den Flächeniiilult J^=Jf: 

zD ermifteln, fa^t msii zavOT die drei, dorot die rechte Seite 
TOD (38*) angezeigten Iiit^;rale von ain'fi, sin'a^;, öjaipäneup 
anfniBacheiiu 

Da BinV = 5 — —> konwat sofort: 

/, . , 2äo) — 8in2aai 
%ai^a.<fd<p = — ^ ^^ 

Auf das dritte Integral jsiofpsinoupdtp wende man 
die partielle Integration zweimal an, wobei ein Akzent die 
Differentiation nach (p bedeute, so kommt; 

jän<psiaoi(pdq> = — j{ii09,ip)' eai'X(fd<p 

=•— 008958™«?' + CtjCOBtpCOäOt.tpd<p, 

xfcos(p ooBfXfi d<p = oij(6mq>)'cx)BC(^ d<p 

^iX8iinpßOBa.<p-\-ix^JBiapäoaipd<p, 
somit durch Verein^ung: 

{39c) (l~x*)jän'p8ia/xq>d^=—cos>pBinix'p-{-ixBJnqiiioB<x(p. 
Substituiert man die Ergebnisse {39 a), (39b), (39c)in(380, 
und setzt für a seinen Wert ein, so ergibt sieh: 



(VI) 



,.£±lJ 
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Der Ausdmck (VI) för den Inhalt J* ist nichtd -weniger 
als dnrcliBichtig. Dier innere Grand dieser Undnrcbsicbti^ 
keit Ii^;t aber in der unzweckmäßigen Fragestellung. Es 
vfirde ersichtlicli ,^türli<^er"*) sein, den labalt des auf 
dem Epizykloidenbogen B^P stehenden Sektors jSJ* mit der 
Spitze in zo berechnen, was direkt mittels der Formel (A*) 
des § ö: 

gcBcbieht Der Inhalt J^ eigäbe sich dann gem&ß der 
Figur ans; 





j;-f-sr 






Nu» ist 


auf Grand von (38): 






X 

a ~ 


«cos?' — cos«?', — ■ 


raftsinf) — sinaf>; 


3/ _ 


-~6mq) + BmX<p, -=^ = 


= cosy — eosixy; 


somit wird: 








D« aber: 


-ya/=«M«+l)[l- 


«..(«- i)ri 




|[i - oo.(« - 1)9) (iy - y - "°(»j^y 




° 


= (5-- 


l)y-Bin(«- 


1)9» 



(« — l)(p — X (^^ X ^^ Wälzangswinkel), 
(<x + l)a» _ {a + r){2a + r) 



*) Han nennt Oberhaupt derartige Bestimmun^BstOoke einer 
Kurre, wie hier den WOlzungswinkel z und den Sektor S^, die 
unmittelbar mit der Erzeugung der Kurve verknüpft sind, «nft* 
tfliüche". 
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so ergibt sich für den Sektor 8^ der eiafaolie Aus- 
druck: 



a-1 a 

1 (g + t-)(2o + '-) 



[a(j-^mx)], 



der mit Zirkel und lineal konstraierbar ist. 

Um hieraus wieder die Formel (VI) abzuleiten, hat mau 
noch 2u berücksichtigen, dafi aus (38) durch Multiplikation 
hervorgeht: 

'^ = iei'e,ai2<p + iBm2a^ — aBm(ot + l)tp. 
Bildet man dann die Differenz -J- — £^, so erhält man, 



Ausdruck (VI) für J^. 

Die Formel (VI') läßt noch einen Zusammenhang mit 
der Zykloide (36) erkennen. Läßt man den Kreis vom 
Radius a andererseits auf der im Pnnkt« Bf, errichteten 
Tangente des festen Kreises (vom Ra<lius r) in der Richtung 
der positiven y-Achse alirolleo, so entsteht eine der Epi- 
zjkloide .zugeordnete" Zykloide. Gehört zum Wälzungs- 
winkel x ^^' Punkt Pj dieser Zykloide, so ist seine OMi- 
nate r], das ist sein Abstand von jener festen Kreistangente 
nach (38), von der Iiäiige a(j; — sinji;). 

„Sonach ist der Inhalt des Epizykloiden- 
sektors S^ proportional dem Abstände t] des 
Punktes (2) der zugeordneten Zykloide von 
der im Punkte Bg des festen Kreises er- 
richteten Tangente." 
Hat der Wälznngswinkel x ^^ Größe 2n erreicht, so 
hat der rollende Kreis eine volle Um<lrehung erfahren und 
die Epizykloide einen ersten vollen Bogen beschrieben. Der 
zugehörige Sektor S hat dann gemäß (VI') den Inlialt: 

(Via) S_„„.<^±£lfi£±£). 
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Andererseita besitet der znm zugehörigen Zentriviakel 

^ = 2n • — gehörige Sektor des festen Kreisea den Inhtdt am. 

Zieht man den letzteren Inhalt von S (Via) ab, eo muB 
sieh gerade der Inhalt M der auf dem festen Ereine Btebenden, 
mondförmigen vollen Epizykloidenfiäclie ergeben: 

(VIb) Jlf_„a.(5+lie5±r)_„„_„.„(2|- + 3). 

Diese Formel ist die VerallgemeinenmK der ent'»prechen- 
den Formel (Ya) für die volle Zykloidenfläche. In der Tat 
kann man sich die ol>en knoetmierte zugeordnete Zykloide 
anch dadurch entstanden dfnken, da£ man den Radius r 
des bieber feetgehaltfnen Kreises, während sein Mittelpunkt 
anf der negativen ÄbsziäBenachse entlang rüt-kt, unb^;renzt 
wachsen läSt*) Die Grenzlage des Kreises für ]imr = oo 
wird dann eben seine fer«te Tangente m B^, d. h. die in S^ 
auf der avAchse senkrecht stehende Gerade. 

*) Dieser Orenzflberfcanf; von der Epizykloida liM sich auch 
direkt an den Qleicbungren (38) vollziehen. Fahrt man in (38) 

statt ep den WUzungBwinkel % "= ^m und bezieht die EpI- 

zjkloide anf ein dem alten paralleles Koordinatensystem (x,)Vi) 
mit dein Anfangspunkt B», so geht, da a:, =x — r, y, =y, die 
Bantellung (38) über in die folgende; 

Ix,=B0O8y2 + r^co8"z — l)— ««««(l + ^jz, 
y,=a8in-j; + r sin-j; — aam^l + -J2. 

Für liinr = oo wird aber: 

limcoB— ): = li lim— ji; = 0, limsin— z = 0, 



limr Bin— X = «z Um ^— — = az , 

und (38a) wird zu: 

{860 ac, = o(l — ooBz), y = a(j: — Binjr) ; 

r da£ die beiden 
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Fnr Iimr = oo geht aber, wie es sein mnfi, die Formel 
(VIb) in (Va) ober. 

Vn, Kreieevolvente. 

Eid Punkt B durchlaufe, von einer beliebig, aber fest 
gewählten Anfangslage B^ aus, die Peripherie eines Kreises 
mit dem Mittelpunkt und dem BadiuB a. Man denke 
sich in Jeder Lage S (im Sinne des abnebmendeo Zentri- 
winkels) die Tangente errichtet und auf ihr, von B aus, die 
I^oge des Kreifib(^;en8 B^B at^tr^en. Der Endpiu^ P 




beschreibt dann eine Kreisevolvente. *) Man nehme zum 
Anfang eines rechtwinkligen Koordinatensystems und die 
von nach B^ gerichtete Gerade als x-Achse. Der Punkt 
P(x,y) besitzt, wenn tp der zum Bogen BBu gehörige Zentri- 
winkel ist, die Koordinaten (s. Fig. 8): 

(40) a;^a{co8g5 + 9J8in9i), y = o(sin^ — 97CO891). 

Dem Werte qp = entspricht der Wert rc — 0(^ = 0). 
Aas (40) folgt: 

(41) a^=T— =-apco89), ^=--^'-a<psinip, 

*) Hierauf gründet siob die gmecbanisohe" Erzeugung der 
Eurre (s. § 21). Man denke sich um die «tarr, etwa als Umfang 
eines Hades, gedachte Kreiaperipherie einen Faden gelegt, diesen 
in B^ au%e80aiiitteD und dann unter Bieter Spannung vom Kreise 
abgewickelt. Der Endpunkt f dee Fadens beaohreibt die Kurve. 
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sIm umgekehrt, wie ancb leicbt dnrcb partielle Inte^ntion 
bestätigt wird: 

(42) ftpünqtdqi^fäaq^—ipoosip, jq}eoa(pdq>=co^q}+ipaai.<p. 

Für den fraglichen Inhalt J^^JS=^jydx=jyafdip 
a 

Irat man zonächst gem&ß (40), (41): 

V 9 

(43) —J^'=-l(peiaxtpaosq>d(p^\tp*o(M*rpd<p. 

a 

Die beiden Integrale rechterhand werten sidi mit HUfe 
von (42) aus wie fo^: 

ftp sin 9] coey dqi =• \jip 8\n2ipd<p = ^J2tp wx2<p d(^<p) 
= \ifAn2fp — 29:100829:1), 

j<p^ooi'kpdq>=\jip\\-^QiiM2<p)dtp=\jtp*d(p-^\j(p*<ioa2fpd<p 

^^ + -^H2>pycos2'pd(2<p). 

Im letzten Integrale Betze man 2<p^y>, so liefert par- 
tielle Integration, mit Rücksicht auf (43): 

jyi* cosyi dyj-^jyf^ (siny)' dy = y * sin^ — 2^^^ Butipdy) 

• — yi*Biiri/) — 2(sin^ — y>coBxp) 

— 49i*ain29i— 2sin29> + 'lfM>s29], 
mithin: 

/ 9J*coB'9'd9; = ^ + -J-(295*Bin29> — 8in2q? + 29ioos29i), 

nnd daher, gemäß (43): 

(VH) JJ = J*=ö'(i8in29>— 19. 00829.-^91» 8in29. — ^J. 

Hieran knüpft sich eine analc^ Bemedungwie an (VI). 
Wegen der Rolle, die der Punkt und der Winkel ^ für 
die Ereisevolvente spielen, wird man wiederum ale die 
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„natörliche" Quadratur da Kurve die lahaltsberec^img fflr 
den auf dem Bogen B^P etebeadeo Sektor 8^ mit der 
Spitze in ansehen. Aus (40) nnd (41) folgt; 



= (cosf> + tpwiq})ip sinp — (sia^ — tp oosq>) g> ccAf — 9>*, 
somit, da jtp^d<p^^^8^ = ij{xt^-ifaf)d<p: 

(vno s^=^*). 

Wie man siebt, ist die rechte Seit« von (Vll*) gerade 
das negativ genommene letzte Glied in (VII). Da sich aber 
wiederum dae rechtwinklige Dreieck mit den Katheten z, y 
in die Flächen S^ und J^ zerlegt, so moS das A^regat 

der drei ersten Glieder rechts in (VH) den Wert —■ be- 
sitzen. In der Tat folgt aus (40): 

— ^ ^ (cosf) + <p änip) (sin 91 — q> eOBqi) 

= -i-8in29' — yco82^ — ■^^*sin29'. 

Hieran m^n sich noch zwei bemerkenswerte algebraische 
Kurven anschließen, die höhere Parabel und die Lemmskote. 

Vm Höhere Parabel. 

Die GleichoDg einer solchen lautet (Diffi-, § 3, ä 24): 
(44) y = cx*, 



*) Der Ausdruck ^ U6t sich Btereometrisch konstruieren 
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WO m «ne beliebiee rationale Zahl n&d e ein konstanter 
Faktor ist Schlief man jelct den unter III behandelten 
Fall der Hyperbel (m — — 1) aus, so eriiSlt man sofort, da 



, also /^a;" da; = ^-^, für den Inhalt J*: 






(vni) 



J» = c/af 



in Überemstimmang mit der Formel (Difir. § 3, S. 26), wo 
weitere Folgenmfl;en aus der Fonnel (VIII) gezogen sind. 
Die Fonnel (VIII) gilt oEfenbar aach für beliebise irrationale 
Exponenten, die Kurve ist dann eine transeendente. 

IX. Lemniskate. 

Diese Kurve ist der Ort eines Punktes P, flir den das 
Produkt der Entfernungen rj,r^ von zwei festen Punkten 
Fl, F, konstant, =>£>, ist. Die Entfernung F^F^ sei 2e; 
wählt man die Gerade F^F^ als x-Aohae, den Mittelpunkt 
.der Strecke F^F^ als Anfangspunkt, so ist: 

ti-ix + e)' + y', ri = (x-ey + y', 

also die Gleichung der Kurve, wenn r den fiadinsvektor OP 

bedeutet: 

(45) {r*+e*y — ix»e*~c*. 

Führt man hier vermöge x — rtioaip, y — ramip PoIbp- 
koordinaten r, tp ein, so geht (45) über in: 

(450 r* — 2r»e*(2co8*9)-l) + (e*-c*) = 0, 

oder, wenn man den doppelten Winkel 2fp benutzt, und die 
in r* quadratische Gleichnng (iS*) auflöst: 

(45") r* =- e* cob2 qp + '\le* 008*2^ — (e* — c*) 

= c>coe29) + yc* — «*sdii»2<p. 

W.Fr Ueyet, Integnlrechnung, 7 
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Für c' > e* kann die Qtutdratwurzel nur das positivB 
Vorzeichen erhalteD; die Kurve besteht dann nur ans einem 
Zuge (Fig. 9 a). Fflr c*<e» ist die Quadratwuixel (solange 




sie fiberhaapt reell ist), des doppelten Vorzeichens ffihig; 
die Kurve besteht dann aus zwei Zügen (flg. 9 b). Im 




Grenefall c^ = e' („spezielle" Lemniskate) lief ert das Des 
tive Vorzeichen der Wurzel den Wert r = 0, die Kurve Ü 




in einen Doppelpunkt (s. § 15, A) and besteht aus einem Znge 
(Fig. 9o). Mit Rücksicht auf (45^ wird es sich empfehlen, die 
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Quadraturaufgsbe in Polaikoordinaten mittels der Formel 

S% = \jr*dq3 (§5, (A)) zu behandeln. Demnach «^"bt sieh 

fOr den Sektorinhalt S^ zuvörderst, wobei der Quadratwurzel 
das pomtive Yorzeiobeo beigelegt werde: 



t = ^^fcos2<pd<p + ^ff 



(46) Sy = l-/ooa2^d^ + |/yc*-«*8i 
Hier ist: 



j /" 

^ Hc* — e* än^2tp d<p = \c* I y 1 jBin*2tpd<p . 

Setzt man 2<p=^y>, also ;j^ = i> so liefert die Sub- 



stitntionsregel : 



^c* / l/l —-^Bin^2tpdtp = ^c*l l/l -~ — än*y;dy}, 
BT, wenn man zur Abkürzung x* = -^ setzt: 

^ / yc*—e* ain'29> ((9? = | c* / yi — x^sin^v" ^V • 



Um das Integral rechterhand auf eine algebnusche 
Form zu bringen, substituiere man £ — sinv ^ neue Va- 
riable, so konmit, da ^"s = : 

de coaifi yi _^i 

und damit: 

7* 

Djl,:sd.iG00g[c 



(IX) 



$ 7. Quadratoren dnselner ebener Kotreii. 

I " 4 ^ ij y(i-«»)(i-«*«») 



Das letzterhalteDe Integral gehört: zur Gattung der 
„elliptischen" (s. Abschnitt IV], die sich nicht am ele- 
mentare Funktionen zurückführen lassen. 

Für die spezielle Lemniskate e — c ist dagegen die 
Quadratur sofort susfübrbar: 

(ESa) Sg' = e* /cos 2q> dq> = \e* mi2tp 

Bew^ sich rp von bis -j-, so beschreibt P den im 

ersten Quadranten gelegenen Sektor der Letnniskate. Da 

T e' 
S^ ^-^1 ^^ besitzt der Flächeninhalt der ganzen Lemnis- 

kate den Wert 2e*. 

Endlich bebandeln wir noch drei Kurven, deren Gleichung 
von vornherein in Polarkoordinaten gegeben ist, nämlich 
die drei einfachsten Spiralen. 

X. Archimedische Spirale: r = a<fi. 

Die Konstante a sei positiv*) genonmien, d. h. die Spirale 
eine (von rechts nach) links gewundena Die Kurve geht 
durch den Pol und windet sich nnbegrenzt oft um ihn 
herum, indem r bei wachsendem ip stete zunimmt, so daß 
auf ii^nd einem nnter dem Winkel ip gegen die Achse ge- 

*) Bei negativem a muß, da i- positiv ausfallen muß, auch ip 
negativ sein, d. h. die Kurve ist dann eine (von linke nach) reohta 
gewundene, das Spiegelbild der früheren in bezug auf die Pol- 
aohae. Die entsprechenden Bemerkungen gelten fOr die hyper- 
boÜBohe und die logarithmisohe Spirale (XI, XU), nur daß bei 
letzterer der Sinn der Windung durch das Vorzeichrai von b 
bedingt ist. 
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Ec^oen Strahle d\eK.arvenpxaiktea<p,a(<p+2n), a(ip+4tn)... 
li^n. Für dea Inhalt des Sektors S^ kommt immittelbar, 




Fif. m 
Die Übereinstimmung mit (VII') lehrt: Träf^ man in 
die Flgnr der Arclümediwjhen Spirale eine zom Kreise mit 
dem Mittelpunkt {—a,o) and dem Radius a, sowie zum 
Ausgangspunkte gehörige Kreisevolvente ein, so rahören 
2u ^eiohen Winkeln ip inlultegleicbe Sektoren beider Kurven. 

XL Hyperbolische Spirale: r= . 

Die Konstante a sei wiederum positiv. Bei zunehmen- 
dem Winkel (p nimmt r unbegrenzt ab; auf einem unter 
dem Winkel (p gegen die Achse gezogenen Strahl liegen die 



Punkte 



p + iJZ 



Die Kurve windet eich 



von rechts nach links unbegrenzt oft um den Pol herum; 
da sie sich diesem dabei unbegrenzt aäbert, heißt er ein 
i^sympto tisch er" Punkt der Kurve. Konvergiert anderer^ 
seite tp gegen Null, so übersteigt r jede Größe. Da aber 

reintp'^y, also y^a — ^, und lim — - = 1 (Difir.§5, S.45), 
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so ist die zur Achse im Abstände a gezc^ene Parallele e 

Asymptote der Karve. T>&l — dip = , so wird: 



(XI) 




XII. Logarithmische Spirale: r^-a^i'. 

Die Konstante a ist stets positiv.*) Für x = Q ist 
r^a, bei beliebig zonebmendem <p nimmt (bei positivem h) 
ancb r unbegrenzt zu; läßt man ip n^ativ beliebig abnehmen, 
so nimmt auch r unbegrenzt ab. Die Kurve windet sich 
unbegrenzt oft von rechts nach links um den Pol herum, 
der wiederum ein asymptotischer Punkt der Kurve ist. Anf 
einem Strahle (p) ll^n, für e**" = c, a(^'>' = yi, die Punkte 



*) Setzt man a = la oder, was dasselbe ist, a =: e*, so wird 
r = e''"''", d.h. bei variierendem a erhält man lauter kongruente 
Spiralen, die durch Drehung um einen variierenden Winkel a aus 
irgend einer ersten, z. B. r= e''', hervorgehen. 
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r = . . . y!C~'*, y<r''""'^J, ... y>C~'-, y>, yc^, yc*,... rpif,,.. 
Da (c»»»')'=2i»e*»', kommt: 

(Xlt) S^ = i^(fi»'»'i-e»»«^) = |y{e''^ + e»«){e»w_«*v.). 




Fig. 12. 

Aach für 9[>i = resultiert also ein endlicher Flächen- 
inhalt : 

(Xlla) Sf-if (c»»^-l)=i^{6*»' + l)(e»»'-l). 



§ 8. Quadratur der Farabel fBr eine al^emeinere Lage 
der Koordinatenachsen. Simpsonsche Begel bei recht- 
winkligen and Folar-Koordinaten. 

Schon in Difir. § 3, S. 32 war die Quadratur der Parabel 
auch fOr den Fall behandelt, daß die x-Achse der Scheitel- 
tangente parallel war. Die Gleichung der Parabel lautete: 

(1) y = ax^-\-2.hx + c, 

wo a positiv sei. 

Bedeutet p den Parameter der Parabel, so ist o = x— . 

'^ ' 2p 

Je nachdem die in x quadratische Gleichung ^=^0 zwei 

reelle Wurzeln hat oder nicht, schneidet die Parabel die 

d:-Achse oder nicht. Im ersteren Falle wähle man zwei 
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Abszissen «, ß so, daß y im Intervalle ((x,ß) nur einerlei 
Vorzeichen besitzt, im zweiten Falle beliebig; im Orenzfalle 
endlicli, wo ^ = eine Doppelworzel i besitzt (also y = 
Tangente ist), wähle man ix,ß entweder beide <it, oder 
aber beide > t. 

Da / (oa:* -{-2bx-{-c)dx = — - + bx* + cx, so kommt 
für den absolaten Fläcbeninhalt J^: 

(I) +Jf^^^{ß'-a») + b{ß^-a*) + c(ß-a) 

= {/»-«) [|-<(« + ^)'-«^> + &(«+^)+'^]. 

wo das positive resp. n^iative Vorzeichen links einem 
positiven resp. negativen Werte des rechts stehenden Aus- 
drucks entspricht. 

Im besondem möge, falls j/ = zwei reelle Wurzeln 
X,, Xg{Xj<iXg) besitzt: 



'^' {?= 



_ ~b±Yä 



wo also die Diskriminante A (Diffr. § 7, S. 67) von ax^ 
-\-2bx-\-c positiv sei, der Inhalt des zwischen der Parabel 
and dem Abszissenstück (x^jX^) befindlichen S^;menteB er- 
mittelt werden. Ersetzt man in (!) ot,ß durch x^,x^, ao 
hat man noch x^—Xi, oc^-'t-Xt, x^x^ durch a,h, c aus- 
zudrücken. Nun ist (e. diese Sammlung Bd. I, § 27): 

2yj , -2h c 

(3) x,-a^ = -^, ^1 + ^ = —^, ^^ = ^' 

also: * 

46* — ac 

{x^+x^y-x^xt —^ — , 

1 [(«1 + ^)' - a;^ a:,] + ft(3:i +a;j) + c = ^ («c - ft») = - 3^ ^ • 



f 8. <)uftdntur der Parabel für eine allgemeinere Lage 
Somit BTfpht ach för den absoluten Inhalt J^: 

(la) 






Von der Fonnel (I) macht man eine AnwendaDg auf die 
aDgenäherte Quadratur einer beliebigen Kurve. Es erweist 
sich dann als zweckmäßig, die Kurve (ffir eiu Intervall (et , ß), 
in dem sie nur oberhalb der a^Äclise verlaufe) n&heruogs- 
weise ans einer Beihe kleiner Farabelbögen znsammenzu- 
setzen, und zwar wShlt man diese ,^rsatzparabeln" so, daß 
ihre Achsen parallel der Ordiaatenacbee verlaufen. Bei 
vielen praktistuten Anwendungen kennt man Oberhaupt nur, 
durch Beobachtung, eine Anzahl von Ordinaten, die zu vor- 
gegebenen, gleich weit abstehenden (,,Squidietantfin'^ Abszissen 
gehören. Man denke sich zu 2n -{- 1 , im Abstände h von- 
einander entfernten Abszissen ^^ , x, , x^; x^, Xg, 3:4 ; ... ; 
^H— e, Xtn-it ^iH die entsprechenden (positiven) Ordinaten 
?o. ffi. ?»; ?!.?». ff«;---; Stn-a, ytn-i, y,» gefunden. Die 
zugehörigen Kurvenpunkte seien P^ » -Pi > ^i'i -P* > ^s i -P« j ■ ■ ■ J 

Pjn— 1, Pgü—j, Pin- 

Man bestimme die a, 6, c in (1) so, daß die Ersatz- 
parabeln resp. durch die Punkte Pq , P^ , Pj ; P, , Pg , 
P*;..-; Pai.-», Pin-i, Pin gehen. Es genfigt, diese Auf- 
gabe nebst der zugehörigen Quadratur für eine einzelne solche 
Parabel, etwa für die erste, zu lösen. Man wähle die Lage 
des Anfangspunktes so, daß x-^^O wird, also x^^^ — h, 
x^^ -\-h. Dann hat man zur Bestimmung der Unbekannten 
a, h, e m (1) die drei Gleichungen: 

(4) J/i = c , y^ — ah* — 2hh-\-c, y, = aÄ* -\-2hh-\-c. 
Der fragliche Inhalt Jjlj nimmt gemäß (I) den Wert an: 

(5) ^±* = |-.2Ä* + c-2Ä = -|(2aÄ» + 6c), 

80 daß die Kenntnis von h entbehrlich ist Aus (4) folgt: 

(6) yo + y» = 2aAs + 2c = 2aÄ« + 2y,, 

(7) 2aÄ» = yo+yi-2y,, 6c=6y,, 
demnach; , 

(8) Jti-^is. + i9i+y,)- 



') Hier bedeutet - 
1 der x-Achae. 



den Abstand des Scheitels der Parabel 
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Bildet man ebenso die Äuadiäoke fOr die weiteren In- 
halte, nnd addiert, so erg;ibt sich als NSlieningswert für den 
gesuchten Inhalt J'**: 

Ol) <»-=j[(Po+y^-) + 4(y.+y, + . ..+?.-,) 

eine Formel, die sieb leicht in Worte kleiden laßt. 

„Die Formel (II) bildet den Inhalt der 
äimpsonschen Regel für die angenäherte 
Quadratur einer beliebigen ebenen, aaf recht- 
winklige Koordinaten bezogenen Kurve." 
Das Beweisprinzip läßt sich auf den Fall von Polar- 
koordinaten übertragen. Zu 2»4-l äquidistanten, d. i. nm 
je einen konstanten Winkel t] unterschiedenen Winkeln 
fütfuff- fin niögen die zugehörigen Werte des Radius- 
vektor rg,}',,!';... r^H ermittelt sein. DiebezüglicheiiKurven- 
punkte Po, PijPa ■ ■ ■ ^»H zerlege man, wie oben, in n TripeL 
Durch je drei Punkte Po , Pi, P, ; P, , Pg , P« ;...; Pj^,_„ Pi,_i, 
P^H lege man eine spiralförmige Ersatzkurve, deren Gleichung 
in der Gestalt; 

(1') r^'=^a<f^-\-2b<p-irc 

angenommen sei. Der Inhalt des zu der ersten Kurve ge- 
hSrenden Sektors ist nach § 5, (A) gleich \jr^d(p nnd berechnet 
sich, wie oben, zu ■^(»^ + 4)^ + »i) • Mithin ei^ibt sich 
analog als Näherungswert für den Inhalt fif'" des g 
sprOnglichen Kurve n Sektors : 



+ 2(ji + f5+...+rt„. 



§ 9. Habatnr von Botationskörpem. 

Für einige einfache Rotationskörper ist die Kubatur, 
d. L die Ermittelung ihres Volumens, in DifiTr. § 4, S. 34f., 
behandelt worden. Der Fortschritt zu beliebigen Rotations- 
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körperD geBchieht aaf Grund der nämlichen Prinzipien, die 
in den §§ 3, 4 iBr die Quadratur ebener Kurven entwickelt 
wurden. Wie dort als elementare Yergleichsä&clie das Recht- 
eck diente, so jetzt als elementarer Yergleichekörper der 
gerade Ereiszylinder, dessen Volumen r^jtb ist, wenn r 
den KadiuB des Grundkreieea, h die Hohe des Zylinders 
bedeutet 

Man gehe von einer ebenen Kurve aus, deren Gleichung 
in rechtwinkligen Koordinaten laute: 

(1) y=m, 

wo f{x) innerhalb eines Intervalles (a, b) eindeutig und gleich- 
mäßig stetig, sowie positiv sei. 

Sei ((X , j3) ein in (o, b) gelegenes Intervall, so rotiere das 
Kuirvenstfick oberhalb {cc, ß) ganz*) um die x-Achse und er- 
zeuge so einen geschlossenen Rotationskörper, dessen Volumen 
V^ zu berechnen sei Die Kurve (1) heißt Meridian; 
irgend ein Punkt P{x,y) der Kurve beschreibt einen Par- 
allelkreis, dessen Zentrum auf der x-Achse liegt, und 
dessen Radius y ist 

Für eine variable Eudabszisse ß'^x wird F* eine 
Funktion V^~ V(x), die „Volumenfunktion". Die Diffe- 
renz AY=V{x-\- Ax)—V{x), wo Ax positiv sei, gibt das 
Volumen der auf Ax stehenden körperlichen Seheibe an. Im 
Intervall {x,x-\-Ax) möge y nur wachsen. Dann ist JK ein- 
schließbar zwischen den Vcäumina der beiden geraden Kreis- 
zylinder, mit der gemeinsamen Höhe Ax, wShrend y,y-\-Ay 
die Radien ihrer Grundkreise sind. Somit gilt: 

'•^ »■>.<4j<(S' + ^!')'». 

daher, wenn man zur Grenze limJa; = übergeht, da y, 
also auch y^ stetig ist: 

(3) J»«-?'"- 



*) Rotiert das in Rede stehende KurvenBtück nicht ganz um 
die x< Achse, sondern nur durch einen Winkel <f hinduroh, so tritt 

an die Stelle der Kreisflfiche y'n der Kreissektor ^-^ . Man hat 
also auch in der Endf ormel (I) nur den Faktor " durch ^ zu ersetzen. 
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Dies Ei^bnis gilt auch bei n^ativem Jx, oder aach, 
wenn y in (x,x-i-Ax) nur abnimmt Ans (3) wird wie in 
§ 4 geschlosBen, daß V^=V{x) bei variierender unterer 
Grenze tx gleich jy^ndx ist, and hieraus wiederum die 
Formel: 

(I) yß = „jy»^^^ 

Andererseits zeigt die direkte Herleitang des Ausdrucks 
V^ als Grenze einer Sunmie (§ 4) deren allgemeine Gröltigkeit. 

I. „Das Volumen V^ des Rotationskörpers, 
der durch Drehung des über dem Intervall 
{(X, ß) stehenden Stücks der Kurve y=f{x) 
entsteht, wird durch IJ) erhalten. Schneidet 
die Kurve mehrmals die ^c-Aohse, so liefert 
(I) die Summe der bezüglichen einzelnen 
Volumina, Umgekehrt wird durch (I) erst 
der Begriff des Volumens Pj, in Überein- 
stimmung mit der Anschauung, präzisiert" 
Bei Kurven, die sjmmetrisoh zur ;i;-Achse liegen, bei 
denen also entweder +i/ oder — y als Kurveniunktion zu- 
grunde zu legen ist, ist zumeist y^ eine einfachere Funktion 
von X, als y, so daß die Kubatur dann leichter auszuführen 
ist, als die Quadratur. 

Wir behandeln einige Beiepiele. Wegen des (gewöhn- 
lichen) Botations-Paraboloides, ^lipsoides und Hyperboloides 
sei auf Diffr. § 4, S. 40f. verwiesen. 

L Botationsparaboloid zweiter Art 

Dieses entsteht durch Kotatioa einer Parabel um ihre 

Scheiteitangente. Es sei also die Gleichung der Parabel, 

wie in § 3: 



(4) 


»-^- 


Dtjz'dz. 


= — , kommt sofort: 


(I) 


^•" Z' "'' 
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Nennt man den Scheitel der Meridünparabel den Scheitel 
des in Bede stehenden Körperstumpres, den Äbetand eines 
Parallelkreises von dem Scheitel die Höhe des Stumpfes, 
so gilt: 

L ^»s Yolnmen des KÖrperBtumpfee, der 
durch Botation einer Parabel um ihre 
Scbeiteltangente entsteht, gerechnet vom 
Scheitel bis en irgend einem FarallelkreiBe, 
ist der fünfte Teil vom Volumen eines ge- 
raden Ereiazylinders von derselben Hone, 
der den Farallelkreis zum Grundkreise hat". 
Wir gflh^i zu dem allgemeineren Fall der höheren 
Parabeln über. 

n. Körper, der entsteht durch Botation einer 

höheren Parabel um die x-Ächse. 

Die Gleichung der höheren Parabel sei wie in § 7, YHI: 
(5) y — ca:». 

Da /iC*"(i3;=--T; — --r- , so kommt für ein positives 
J 2m+l *^ 

2i» + l L e. i»>-i: 

eine Formel, die sich wiedernm leicht auf eine ein&ohe geo- 
metrische Begel bringen ISßt Ist aber 2m-|-l n^;ativ, so 
wird die untere Grenze nnsulässig, und es tritt an Stelle 
von (H), für 2m + l /*: 

/dx 
— = ^3;, so daß die Formel gilt: 

Für m = tritt der Fall des geraden Ereiszjlinders ein, 
nach (H) kommt: V^ = jic*x . Ist der Wert von m zwischen 
und — -J- gelegen, so besitzt zwar die Kurve (5) die y-Achse 
zur Asymptote, gleichwohl ist (Q) anwendbar und liefert 
einen endlichen Inhalt Vö . 
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JH. Rotationszykloidoid. 

DieseB entsteht daroh Rotation der Zykloide (§ 7, V): 
(6) a> = a{q> — sin^i) , y = o (1 — cos^) 

am ihre Achse, die x-Achse. Demnach hat man: 



n-'f'^' 



(7) VS- = 7t y*-^ä<p^}ia^j(l-co6ipyd<p 

— jio* jäip — S I ooBipdip + 3 jcoB*^d(p-- I eoB^tpä<p 1 
Hier ist: 

\ drp = (p , i coäip ^^sLavp , / con ^"t — 

(8. § 7, 1. c). 

Behufs Ermittelung von jco6^<p dq> wende man partielle 
Integration an: 

jcoffitpdfp = fcos^tpisinipYdfp = sin 91 coeY + 2JBia^fp ooBtpdtp 

= sia9icos'9' + 2/{l -~cos'q>)oosq>d<p 

= sin?) cos^fl^ + Ssiny — 2^008^^ dcp , 



somit; 



(8) /. 



, , sinaico8*q? + 28inm . , . . 

cos'p a<p = ~— — — - = smfl^ — -J-sm'y . 



Durch Einsetzung und Zusammenziehung ergibt sich: 

(III) FJ^jiaM-^ — 48in9) + |sin29P + i8in»^j. 

Für 9) = 2 TT resultiert als Volumen des durch Botation 
mn einen vollen Zykloidenbogen nm seine Achse entstehenden 
vollen Zyklotdoids: 
{nia) FJ" = 5ji»aS=.|(o'n)(2a;r). 

Die rechte Seite ist der (4^)** Teil vom Volumen eines 
geraden Kreiszylinders, dessen Gnmdkreis der erzeugeade 
Kreis der Meridian^hloide, dessen Höhe die Peripherie 
dieses Kreises ist 
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rV. BotatioDskatenoid. 
Dieeee entsteht durch Drehung der Kettenlinie (§ 7, IV): 

(9) ,-^(ei + e-i) 
um ihre Achse, die a^-Achae. Da; 

je-d^-^e-, je 'd^--^e -, 

SO kommt: 

(IV) Ff=ff[|(«¥_,-¥) + 2.], 

Veigleicht man mit dem Ausdruck (§ 7, L c.) für den 
Flächeninhalt: 

jf-f («•-«-■). 

ao schreibt eich (IV) auch in der Gestalt: 

Hier ist 2nyJ^ das Volumen eines geraden, auf der 
Flüche J' errichteten Zyhnders, dessen Höhe die Peripherie 
eines Kreises mit dem Radius y ist, während na^x das 
Volumen eines geraden EreisnylinderB mit der Höhe x und 
dem Grundradius a darstellt. 

Ist die Gleichung der Meridiankurve in Folarkoordinaten 
g^ehen, so wird man letztere anch in das Integral jy^dx 
einführen (vgl § 5, II). Nach der Substitutionsregel ei^bt 
sich, für 97 als neae unabhängige Variable: 

(10) \y^dx= \y*-^d<f = \r*i\a}ip( — riia.<p-{-r'tiOBtp)d<p 

= — /r' sin^y dip + l f'r' ain'fp ooBtpd<p. 

D,._.j.i Google 



Da {r*r^ = {^r^y, bo weide das zweite Int^ral rechts 
der partiellen Int^ration unterworfen: 

(11) ir*r'8in^(pcoBtpd^^l \-^\ än^ rp coBip dip 

r" f . . 

=--^ sin^9> cos 91 — 1^ /»■'(— sin'y + 28iny 006*9?) ((9? 

= — äa'tp coB<p + i r' ein^?) dtp — ^jr* sin 93 d^ . 

Setzt man dies in (10) ein, so zerstört sich das Integral 
jr^sin'ipdtpf und es bleibt: 

(12) j y*dx = — ^ ~ ij r'euKp dtp 

Sind (pi, tp2 die den Wert^en ß, a. von x korrespon- 
dierenden Werte von 91, so geht demnach V^ = jtjy^dx 
über in: 

(B) 



Vi.(f^l + i,fr-^^ä^. 



Hier hat jedes der beiden Glieder rechterhand eine 

einfache geometrische Bedeutung. Das erste Glied 1 1 

= Kß — Ka ist die Differens der Volumina Kß, E^ der 
beiden K^el, die durch Rotation der auf ß reap. <x stehenden 
rechtwinkligen Dreiecke entstehen. Bezeichnet S^ den auf 
dem Korvenbc^n (cn,ß) stehendeo Sektor (mit der Spitze 
in 0), und ^^ das Volumen des durch Rotation dieses 
Sektors entstehenden Körpers Gt^^toroides"), so ist er^ 
sichtlich ^^ + Kp=ri + K^. Somit stellt das zweite Glied 

^Ttjr^ainipdip das Volumen dieses Sektoroides dar. 

Eine Anwendung hiervon werde auf die Archimedische 
Spirale gemacht (§ 7, X): 
(12) r = atp. 
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D&Blnte^al Ji* smtpdtp wird hier a^/ 95" sin^^dq?; anter- 
wirft man letzteres wiederholter partieller Integration, so 
kommt; 
(13) J ip' sinfp dip = — j (p' (coBipf dip 

= —<p^cos(p-{-djip'cosq)dip=—<p^coätp-\-3j<p^(sixi(pYd<p 
= —q!^coB<p-\-3(p^ Bin<p — G(<päntpd<p, 

nnd, da nach § 7, (42) j(pänipdtp = — ipcoBq> + sin(p, so 
resultiert; 

m n- TS 

='~-^\<pHm.^ipixa^-^2q>*iio»q>—^^WMp—\2fp<iOStp-^\26mip\. 

Anf aholichem W^ läßt sich anch die logarithmisehe 
S[ära]e (§ 7, 'SJL) erledigen, waa dem Leser überlassen bleibe. 



§ 10. Hnbatnr des dreiachsigen Ellipsoldes 
nnd venrandter Körper. 

Die erste der beiden in § 9 behufs Kubatur von Rotations- 
körpern eingeschlagenen Methoden läßt sich auf das all* 
gemeine Ellipsoid und andere einfache Körper ausdehnen. 

Die Mittelpunktegleichung eines dreiachsigen Ellipsoides 
in rechtwinkligen Koordinaten (s. diese Samnüung Bd. XXV, 
§ 21) ist: 

X^ M* g* 



WO a, h, c die drei Halbachsen bedeuten. Es sei | ii^nd 
ein Punkt des Intervalles (— a,a) auf der o^Achse; ein 
durch ihn senkrecht zur a:-Adise geführter Querschnitt 
schneidet eine Ellipse aus, die durch die Gleichungen: 

bestimmt ist. Da die Halbachsen &,,c, dieser Ellipse durch; 

W. Fr.M«f «r, bitegnlrechnmiK. 8 
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a* 



(3) (^ = + fr|/i_|-, c,= +c^ 

geliefert werden, eo erhält man für den FlScheninhalt E(S) 
der ganzen Ellipse gemäß § 7, (11): 

(4) £(S-^i,c,-,Sc(l-^). 

Vorgelegt sei jetzt dasTeüintervall (0, /!), woO<^^a. 
Die Querschnitte in den Endpunkten 0, ß begrenzen mit 
der zu (f),ß) gehörigen Ellipsoidzone einen geschloeeenen 
Körper, dessen Volumen Fj ermittelt werden soll. Indem 
Wieder ß = x als variable Endabszisse aufgefaßt wird, er- 
scheint V^ = Y{x) als eine Funktion von x, die „Volumen- 
funktion". Nun ist jiV=Vlx-\-Ax) — V{x) bei positivem Ax 
das Volumen der auf Ax stehendem ellipsoidischen Scheibe; 
dieses läßt sieh zwischen zwei Grenzen einsohließen, den 
Volumina der beiden geraden elliptischen Cylinder mit der 
Höhe Ax, deren Crrundflächen EUipsenääohen mit den In- 
halten E(x) resp, E(x-i-Ax) sind. Daher kommt, da das 
Volumen eines geraden Zylinders das Produkt aus (rrund- 
fläche und Höhe ist; 

AV 

(5) E{x)<^<E{x + Ax), 

und somit durch Grenzübei^ng: 

(6) V'{x)^E{x) = nhc{l-'^\. 

Hieraus er^bt sich, wie in § 4, für das gesuchte Volumen V^: 

x^\ 



,./(. 



^"'-'''"''l'-äiii 



Im beeoadem erhält man für a; = a: V^'^^nabc und 
daher: 

Ja. „Das Volumen des Vollellipsoides mit 
den Halbachsen a,b,c wird durch ^nabc an- 
gegeben," 
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Dies Eivebois ist erflichÜicb die direkte VeraUgemeine- 
ning der AuBorncke für das Volnaaen eines Rotationsellipsoides 
reap. einer Eugel (s. Diffi*. § 4, 8. 41). 

Das zur Ableitung von (I) verwendete Beweisprinzip 
läßt sich ersicht^eh auf die Kubatur des elliptischen Para- 
boloidee, sowie des ein- und zweischaligen Hyperboloides 
übertr^en. 

n. Elliptisches Paraboloid (s. diese Samodung 
Bd. XXV, § 24). 

Die Gleichung ist: 

wo p positiv genommen werden darf. Ein im Punkte x(> 0) 
der X-Achse geführter Querschnitt schneidet eine Ellipse aus 
mit den Halbachsen \, e^: 

(8) &i — +6}^p«, <\ = -\-ci2px. 
Somit wird der Flächeninhalt E{x) dieser Ellipse: 

(9) E{x) = jiÄiq = 2pn}>cx . 
Für das Volumen V' findet man: 

(H) VS = jE{x)dx^7tphcx^. 

Für h-^c-^l resultiert der Spezialfall des Botationspara- 
boloides (Diffr. § 4, S. 43). 

ni a. Einschaliges Hyperboloid (s. diese Sammlung 
Bd. XV, § 22): 

Es ei^bt sich, ganz wie bei (I): 

<ni.) 7f=.i<,|(i+?;)<i«-.!,.«(i+^). 

8* 

Dsi,:.d.i Google 



116 f l(k Kobaior des iiämdiägm EQiiMOides nmr. 

nib. Zweischsliges Hyperboloid (b. diese Saaunlmig 
Bd. XXV, § 23): 



y. ,> X' 



(11) f,+ 



Die analoge Behaodlnng liefert iüi x> a: 



(Illb) rs-nbcj^^-ljäx-xhJ"' 



.30' 



1, / »• , 2a\ 

-"isJ'-'+T)- 



Um anf dieBe Weise aach die Kubatur anderer Körper 
za behandelu, wird maa den letzteren einige Beschränkungsa 
aater]^;eD. Sei wieder auf einer der AcIiBen, etwa der 
tc-AdoBf ein Intervall («, ß) vorgelegt und x ein Punkt 
dieBBB IntervalleB. Der im Funkte x geführte Querschnitt 
m^ aua der gegebenen Fläche eine einfach geschlossene 
Kurve auBschneiden, und es sei der Inhalt F(x) derselben 
eine bekannte Funktion von x, die zudem im Ictervalle («,/?) 
eindeutig und gleiclunäßig stetig sei. Außerdem soll stet« 
Ax so klein wählbar sein, daß im Intervalle (x,x-i-Ax) die 
Funktion F{x) nur zu- oder nur abnimmt. Dann eigibt 
sich för die Yolumenfunktioa F" — F(a;) genan wie bei (I): 

r'(x)-F{x) 

und damit: 

(A) Vi-jF{x)dx. 



FOr viele Flächen sind indessen die fraglichen Be- 
dingungen schwer festzustellen. Man wird dann auf die zweite 
der in § 9 bei der Kubatur der Rotationskörper verwendeten 
Metboden rekurrieren und so in Akt Tat zu einer Formel von 
der Gestalt (Ä) gelangen, wo aber F{x) selbst als ein be- 
stimmtes Integral erscheint. Auf die Theorie solcher „Doppel- 
integrale" wird erst später (Abschn. IV) eingegangen werden. 
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§ 11. Bettiflkatloii ebener nnd r&amlleher Karren. 

Die Au%abe der Rektifikation i. e. der Bestimmung 
der Bogenlänge zwischen zwei Funkten einer Kurve wird in 
der elementaren Geometrie nur für den Kreis behandelt. 

Um die Aufgabe allgemein zu lösen, bedarf es einiger 
Vorbetrachtungen über den Begriff einer Kurve Oberhaupt 
und insbesondere über deren Bogenlänge. Man gehe wieder, 
für rechtwinklige Koordinaten x, y, von einer Funktion 

aus, wo fix) in einem Intervalle (a, 6) = (3;o, a;„) eindeutig 
und gleichmäßig stetig sei. In das Intervall {xo , x^ schalte 
man »—1 Werte (Funkte) ein, Xi, a^,...,a:„_i, und denke 
sich zu allen » -|- 1 Werten xa, Xi.. ., x^ die zugehörigen 
Funktioaswerte tfD,!ft,---,l/n aus (1) berechnet und als Ordi- 
nalen in Xo, Xi,..., Xn aufgetragen; die Endpunkte seien 
Po, Pi,...,Pn ■ Verbindet man sukzessive Pq mit Pi, Pi mit 
Pi,..., Pn~-i mit P„ durch je eine geradlinige Strecke, so 
entsteht ein offenes Polygon H, . 

^iDieeea Polygon H^ heiße das zur Funk- 
tion (1) und zur Einteilung {Xa,Xi...,x„) ge- 
hörige Sehnenpolygon". 
Die Gesamtheit der Funktionswerte f{x) in (Xo, x^) wird 
bei beliebig wachsendem » mit beliebig wachsender Genauig- 
keit durch die Ecken des Sehnenpolygons oder fuich durch 
das Sehnenpolygon selbst dargestellt, vorausgesetzt, daß jede 
der Differenzen Axi = Xt+i — Xt {i = 0, !,..■, n~l) beliebig 
klein wird. Für lim J a;,- = *) nennen wir das Sehnenpolygon 
die „Kurve" if=f{x). Man kann hierbei entweder einen 
idealen oder einen empirischen Standpunkt einnehmen. Im 
ersten Falle denkt man sich alle Axi bereite unter jede vor^ 
stellbare Kleinheit gesunken und betrachtet die ,^Kurve" 
als etwas Fertiges, At^schlossenes. Im zweiten Falle ver- 
fährt man wie bei allen Grenzprozessen, die wir bisher aus- 
geführt haben; man behält sich die Größe der Kleinheit der 

*) Uftn kann diesen QrenzprozeG auch in drei Schritte zer- 
leKen. Der erste dient dazu, einen Punkt (^x) auf der Abszissen- 
achse festzulegen, der zweite, die zugehörige Ordinate y ^ f(x) 
zu bestimmen, der dritte endlich, die lädpunkte P dieser Ordinate 
eine Kurve ausfOllen zu lassen. 
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Axi und damit den Grad der ÄnnShenuig vor. Die Eweite 
Vorstellang scheint wegen ilirer Elastizität und zugleich Än- 
lehnong an naturwissenschafÜicheB Messen für viele Aufgaben 
die zweckmäßigere zu sein. 

Um noch deutlicher zu machen, was der Ersatz des 
Sehnenpolygons /Z„ für die Gesamtheit der Werte f(x) be- 
deutet, werden wir den Unterschied zwischen den beiden 
Werten von y, die einem beliebigen Werte von x in (xq, Xn) 
entsprechen, abschätzen. Irgend ein Wert x im Teilintervall 
(Xff Xi^x)(^(KA+i) ißt dargestellt durch x = Xi-\-&Jxi, wo 
<& ein bestimmter Wert zwischen und 1 ist. Zum Intervall 
(av, av+i) gehört die Polygonseite P(P,-^.i; die in x auf der 
x-AohiBe errichtete Senkrechte treffe jene Seite in P^, ihre 
Länge sei y^. Dann hat nach den El emen ten der analytiBchen 
Geometrie (s. diese Sammlung Bd. Vill, Abschn. 3) y^ den 
Wert: 

(2) y,«y, + t?(y,+i-y,) = A^<) + *[/'(^+.)-ft^<)] 

~f{x,) + &Af(x^. 

Andererseits ist der gemäß (1) zn x gehörige Funktions- 
wert f{x): 

(3) f{x) = nx, + ^Jx,). 

Es seien f{x) und f"{x) in {xo, «■) eindeutig und stetig, 
80 darf man die Tsylorsche Reihe (Diffi-. § 19) bis zn dem 
GUede mit der zweiten Ableitung inkl. verwenden und erhält 
60 für die rechten Seiten von (2), (3): 

{3') fix) = fix,) + &Ax,nx,) -H &^^r{^) , 

wo x^, Xff3 unbekannte Mittelwerte von x im Intervall 
{xi, X(+i) bedeuten. Damit wird der Unterschied zwischen 
y, und f{x): 

Ai^ 

(4) j,.-rt»)_«-2^ir(ä^)-*r^«)]. 

Es sei Ax( so klein gewählt, daß die Schwankung von 
f'{x) im Intervall [x'i, ir^+i) unter einer beliebig kleinen vor- 
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gegebenen Größe a>i liege, so wird die rechte Seite von (4), 
absolut genommen, <■& „' oii, und um ao mehr <— -^ Oi '■ 

(6) . |».-A:«)|<^«'.-. 

Ist f"{x) ebenfalls gleichmäßig stetig in (xo,Xn), so lassen 
sich alle Ax^ so klein, <e, annehmen, daß alle Schwan- 
kungen (Ol unter ein und derselben Größe o> bleiben, und 
dann gut für das ganze Intervall iXo,x„): 

(6) |y.-/"(^)l<Yß>, 

womit der Genauigkeitsgrad des Ersatzpolygon s al^schätzt ist^ 
Für die bisher behandelten Aufgaben der Quadratur und 
Kabatur leistet das Ersatzpolygon dieselben Dienste, wie die 
ideale Kurve, d. h, die Funktion f{x) selbst. Es genüge, 
dies für die Quadratur zu zeigen. Es iet der zu dem Poly- 
gon gehörige Flächeninhalt zu bestimmen. Auf jeder Strecke 
{Xi, Xi^i) von der Größe Axt steht ein Trapez mit der Höhe 
JXi und den parallelen Gegenseiten yi und y.-fi — y<+'^y<> 
das also nach den Elementen der Planimetrie den Inhalt 
besitst: 

Nach dem Rolleschen Theorem (DISr. § 15) gehört zu dem 
Funktionswert y* + i ^ ff* wenigstens ein Argument x^ zwischen 
Xi und Xi-\-jiXi, so daß der Inhalt des Trapezes die Form 

Axif{x^ annimmt Nach § 4 ist lim SAXif{x^= jf{x)dx, 

d. i. aber der Inhalt der zur Kurve gehörigen Fläche. 

Um nunmehr zu dem BegriEE* des (positiven, d. h. im 
Sinne des wachsenden x genommenen) Bogens des zum 
Intervalle {xg, x,^ gehörenden KurvenstCckes zu gelangen, 
geht man von dem Umfang {7^ des offenen Sehnenpolj- 
gons Po> -Pi>.--, -P« aas und beweist, daß £7 für lim Axi = Q 
einen von der Art der Abnahme der Axi unabhängigen Grenz- 
wert 5^ besitzt: Dieser Genzwert dient dann als De- 
finition des Kurvenbogens (Po, P«). 
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Die einzelne Polygonseite hat die Länge "j/Axi + Jgf 

Da lim -7— = f{Xi) = yi ist, kann man erwarten, nach 
§ 4, daß für den gesuchten Grenzwert resultiert: 
(I) sZ=fdxyT+^^. 

Üideesen ist, wie bei der Ableitung der Sabstitutions- 
regel (S 5, H), erst nachzuweisen, daß sich der Grenzwert (I) 
auch dann ergibt, wenn die beiden Grenzprozesse, die zur 
Ableitung t/i resp. zum Integral fuhren, nicht nacheinander, 
sondern gleichzeitig ausgeführt werden. 

Allgemeiner frage man nach dem Grenzwert einer Summe: 

wo <p und ip' in {xa, Xn) gleichmäßig stetige Funktionen des 

Ay . 
Aigamentes -z — seien. Man setze, wie in § 5, (6): 

(9) ^-^' + ". 

und Debme, wie dort, an, daß die Konvergenz von -r^- — pt 

gegen Null eine in {Xo, x^) gleichmäßige sei, d. h. daß man 
stets Axj 80 klein wählen kann, daß für alle Teilintervalle 
in (a^, Xn), deren Größe <ti sei, die e/ sämtlich unter einer 
voi^gebenen Größe e bleiben. 

Dann gilt der Cauohyache Mittelweitsatz für <p \-r^\ : 

(10)?'(^)=9'Cy;- + «,)=9PÖO + «*9/(y. + tfe,) (0<i?<l), 
so daß die Summe (8) in zwei Teilsummeu zerfallt: 

(8') 2ax,<p(^^ = ^ Jx,,p(l/,) + ^Ax,Wi!/i + »e^) ■ 
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Für die swette TeUsumme hat mim: 

(11) \ZJXiefq/(jf, + &tt)\ <E ^Jx,\<p'(ift + &e,)\, 

also auch, wenn M die obere Grrenze der \q/\ in (d:^,^^) ist: 

(12) \lJx,Ei<p'(i/'t + &E,)\<EM(x,-Xa); 

mithin konvergiert die zweite TeiUumme in (8') für lim J^« = 
gegen Null. 

Dann aber gilt in der Tat: 

In 

Kebrt man nunmehr zu dem beBonderen Falle (8) zurück, 

Bo gelte die gleichmäßige Konvergenz von -p- gegen y' in 

(^,^). Die Funktion q>(l) = ^ 1 + i* erfüllt offenbar die 
oben aber q> und ip' gemachten Voraaesetzungen, Damit 
ist also bewiesen: 

L „Der Umfang f- -2''^^(|/l + (|f-)' 

des zum Intervalle (a^,««) und zur Funk- 
tion f(x) gehörigen Sehnenpolygons besitzt 
unter den angegebenen Voraussetzungen für 
]iraAxi = den Grenzwert: 



w 

der die Bogenlänge der Kurve y=^f{x) von 
x = a bis x = b bestimmt." 
Sind X und y als Funktionen eines Parameters <p 
vorgelegt, so verfahre man nach der Substitution sregel 

(§ 5, n). Day-I^ : (Di*. § 13), .0 ko^t ^lITW 

-]/(|^)'+ (^)''). "Od i^ lotegr,] (I) g^tt, wenn n. 1\ 

•) Die Quadratwurzel ist hier mit dem positiven oder nega> 
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den Werten a, b entspredien, über in: 



Im besonderen möge die Aii%tbe der Rektifikation für 
Polaikoordinaten erledigt werden. AuBx=rcoe<p, y^rsin^', 
wo r sIb gegebene Funktion von ^ za denken ist, folgt fhr 



dx 
(14) j— = — rsings + r'cosq? 



ldy\ 



„Ist die Gleichung einer ebenen Knrve in 
Polarkoordinaten: 

(16) r-r(y), 

80 ist der zu den Grenzen (pQ,ipi gehörige 
Bogen ausgedrückt durch: 



Q-") ^'^=pr^ 



Die Übertragong dieser Ei^boisse auf Raumkurven 
bietet keine Schwierigkeiten. Es seien. In rechtwinkligen 
Koordinaten x,y,ei 

(16) ^~m, y-g(t), »_*((), 

und f,g,h für ein Intervall (^,1^) eindeutige und gleich- 
mäßig stetige Funktionen des Parameters /. Die Gesamt- 
heit der Wertsysteme x,y,e für das Intervall {t^jt^) stellt 
eine „Baumkurve" dar. 



tiven Vorzeichen zu verBeheo, je nachdem x mit WMhsendem 9 
wKchst oder abnimmt. Die entsprechende Bemerkung gilt auol 
für das Folgende. 
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Man denke sich wiederum, dorcli EiDSchaltmig voa 
n— 1 ZwischeDwerten t, das zugehörige Sehnenpolygon 
Pi,,P, ...,i*«. Für den Umfang U'' desselben erhält man 

T~" ) -n- ' 'irr ^ iht^) eindeutig und gleichmäßig Btetig, und 

Ax Jv As 
konvergieren die Differenzenquotienten —rj , -^ , — rv gleidi- 

mäßig gegen die bezüglichen DifFerentialquotienten, so be- 
weist man, wie oben, daß: 



-^-V(^)V(4I)' 



ff(sr+(i)' 



Nimmt man im besonderen als Parameter eine der 
Koordinaten, etwa x selbst, so erhält der zum Intervalle 
(^1^) gehörige Bogen den Ausdruck: 



Dieser Grenzwert wird als die Bogenlänge s^ der 
Kurve (16) erklärt: 

Nimmt man im besonderen s 
Koordinaten, etwa x selbst, so erl 
(^ I ^) gehörige Bogen den Ansdru 

n. „Der zum Intervalle ((j,^) gehörige 
Bogen der ßaumkurve bestimmt sich durch 
(C), und wenn im besonderen x als Para- 
meter gewählt wird, durch (EI')." 
Von der Formel (H) werde eine Anwendung auf den 
Fall räumlicher Polarkoordinaten gemacht (s. diese Samm- 
lung Bd. IV, 8. 205): 
(17) 3; = rsijidco895, y = rsindsinq?, « = rcoBtf , 
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wo man r als Radiusvektor, & und (p alB geograpIÜBche 
Breite resp. I^ge dea Punktes (x, y, z) bezeichnet. Es seien 
r, &, <p Funktionen von t, fflr die innerlialb eines Intw 
valles (^ , tj) dieselben Yoraussetzongen gelten sollen , wie 
oben für x,y,B. Für: 
. dx . dy .dg . dr d& . d<p 

''-TV ^-iv "-Tf "^-Tf "-äT- ■»'--3F 

kommt durch Differentäation der Formeln {17) nach (: 

Iaf" — r sin^ sin 91 ^+ r co8^ C0B9J ^+ r' sind cos 95 , 
y'= rsin^coay q^'+rcOB^siny i?'+r'8ini?sin9), 
/= — rflin»?^' +t'cob^. 

Quadriert nnd addiert man die Ausdrücke (18), so er- 
gibt sich nach einigen Zusammenziehungen : 

(19) af^ + y* + /i = r'>{emi^<p'^ + ^^) + r'^ 

nnd damit für den gesuchten Bogen s^: 



(IF) t^-ldt^r*{mi*&(p'i + '&'^) + f'^. 

Wählt man speziell eine der Größen r, ö, <p aelbst als 
Parameter /, so hat man nur in (II") resp. r", ^, g/ gleich 
der Einheit zu setzen. 

Aus den Formeln (I), (U) lassen sich durch DifiFeren- 
tiation einige Folgerungen ziehen. Faßt man in (I) & wieder 
als variable Endu>szi8se x auf, so kommt, gemäß § 4, YIH: 

,20) S-tT^'- 

Verbindet man andererseits den Punkt P(x,y) der 
Kurve y = f(x) mit einem andern, zum Intervalle (a,6) ge- 
hörigen Punkte Qix-\-Ax,y-\-Ay) durch eine „Sehne" ^, 

deren Länge also Si= Ja:|/l + [-r^l ist, so gilt auch: 

...J.1 Google 



(21) lim_^=Vr+F ^''' 
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„Die Ableitung des Knrvenbopene sj nach 
der EndabBzisse x läßt sich auch ale Grenz- 
wert lim -T^ Kuffassen, wo s. die Länsre einer 

dt=eAx ^ 

vom Endpunkte des Bogen» auslaafenden 
KuTTensehne bedeutet." 
In gleicher Weise folgt aus (I'): 

. , ds^ 

(21') lim -^=ya:<» + y'»=-— ^. 

* ' j»=o^'P ' ' " dtp 

Genau die entapreofaenden Fonneln gelten fSr Raum- 
knrven: 

(22) lim^-^, lim^-#. 

Ja-O^a« dx ' At = o At dt 

Der Inhalt der Fonneln (21), (22) läßt eich noch in 

anderer "Weise geometrisch ansdrücken. Der Quotient -^ 

ifit der Kosinus des Winkels o, den die in der Kichtung FQ 
genommene Sehne mit der poBitiven avAchse bildet. Fflr 
liniJa; = gebt die Sehne über in die Tangente (a. § 15) 
der Kurve in P, und der Winkel a in den Winkel i der 
(im Sinne des wachsenden x gerichteten) Tangente mit der 
positiven ^-ÄciiEe. Das Entsprechende ^t für BaumkurveD. 
Damit gestatten die Formeln (18), (20) die Fassung: 

„Die Ableitung eines, mit variabelm End- 
punkte gedachten Bogens einer ebenen oder 
räumlichen Kurve nach einer der Eadkoordi- 
naten ist der Kosinus des Winkels, den die 
Tangente im Endpunkte des Bogens mit der 
bezüglichen Koordinatenachse bildet" 
Die Formeln (20), (22) lassen noch eine andere Modi- 
fikation zu. Man vergleiche den Bogen s= s^"*"^' der Kurve 
in Ebene oder Baum mit der zugehörigen Sehne, deren Länge 
kurz mit 8^ bezeichnet sei. Dann entsteht: 
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Nun mir gemäß § 4, Vni: 

fdx'nx) 

tnitliin folgt: 

(24) lim — =1. 

Dies Ergebnis ISßt sicli so fonnoliereD : 

„Nimmt man für eine Kurve in Ebene oder 
Raum den von einem beliebig, aber fest ge- 
wählten Anfangspunkte aus gerechneten 
Bogen als unabhängige Variable, so ist die 
Ableitung der von demselben Anfangs- 
punkte aus gemessenen Sehne nach jener 
Variabein gleich der Einheit." 



§ 12. BektifikatloD einiger Knrren in Ebene und lUnm. 

Die Bektifikatiou einiger Kurven möge rechnerisdi dorcb- 
geführt werden. 

I. Parabel. 

Man setze deren Gleichung, wie in § 3 (1), in der Ge- 
stalt an: 
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Nach § 7, (27), (29) war: 

(4) 2ffr+7^ de = gi/i+s* + 1(0 + yr+7») . 

Führt man wieder die alte Variable x ein, so ergibt sich: 



Die BektifikatioD der Parabel führt also, abgeeehen voo 
einer algebraisohen Punktion, auf einen L(^rithmu8. 

IT. Kettenlinie: ff = |^(e" + e~") (s- § 7, (34)). 
Ea wird: 



.jb 



somit, da i 



(H) »S-fU--«"^). 

Vergleicht man diesea Ergebnis mit dem in § 7, (IV) für 

den Flächeninhalt J^ erhaltenen: JJ = — ^c" —e'"), so ge- 
langt man zur Relation: 
(HO ^o=asS, Ji = asi. 

Der Flächeninhalt J^ einer Kettenlinie mit der Scheitel- 
ordinate a ist also der eines Rechtecks, dessen Grundlinie 
der zagehörige Kurvenbc^n und dessen Höhe gleich a ist. 

Andererseits lehrt der Ver^eich mit der dortigen Re- 
lation (IV) {J^Y = a*{y^-a*) = a^h^, daß: 

A. h. s^ ist an Länge gleich der zweiten Kathete des dortigen 
' '^ ■ cfes, (J 



rechtwinkligen Dreiecks, dessen andere Kathete a und 
Hypotenuse y ist. 
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ni. Zykloide: 

3, = a(y-Biny), j-o(l-coart (».§7,(36)). 
Man hat: 



-0(1- 



2' 






somit: 

{m) s« = 4a(co8^-co8^) . 

Nimmt mao den Scheitelpunkt ^^(9:1 = 71) als Anfangs- 
punkt des Bogens, dessen absolute Länge dann kurz mit a 
bezeichnet sei, so wird: 

(nr) ö = 4acos|^. 

Aus (III) oder {HI') folgt für die Länge C des ganzen 
Zy kloidenbogeu s : 
(HI") C= 8at 

^ie Peripherie eines vollen Zykloidenbi^ens ist das 
Vierfache vom Durchmesser des erzeugenden Kreises/' Man 
erkennt, daß dies Ergebnis wesentlich einfacher ist, als das 
für die Kreisperipherie. 

Aus (in'J läßt sich noch eine eiofache Relation zwischen 
a und y ableiten. Quadriert man beide Ausdrücke und 
addiert, so ergibt sich: 



(iin 



y-2a 



Denkt man sich die ^i^Achse horizontal, so erscheint 
die Ordinate eines Punktes als seine „Höhe"; dann ist 
2a — y der Höhenunterschied des Scheitelpunktes Sund des 
Knrvenpunktes P(x,y), und Formel (III"') sagt aus, daß 



.j.^Goo^^lc 
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der vom Scheitelpunkt S an gerechnete Bogen a die mittlere 
Porportionale ist zwischen dem genannten Höhenunterschiede 
und dem vierfachen Durchmesser des erzeugenden Kreises, 
oder auch, nach (Ill'Of dem ganzen Zykloidenb<^n. SchlSgt 
man demnach über der Höhe 2 a von S einen Halbkreis uud 
wird dieser von der durch P zur Achse gezogenen Paral- 
lelen im Punkte B getroffen, so gibt die Strecke SR die 

Länge des halben Bogens — an. 
IV. Epizykloide: 

I3: = (o4-»")co8^ — ocos- -ip, 
y = {a + r)»in<p - OBin^^tp (b. § 7, (38)}. 



Für X wird: 



( 1 dx - , . - -^ 

\a + ra<p ' a + ra"> 



l»i^y{0+(i)*=^^i— -"^1=^'-- 



(IV) 



2a 2flJ- 



s3' = — -{« + »■) si 



'2a' 

oder auch, wenn man die untere Grenze qs^ so wählt, daß 
^_-, d.h. ,,.--: 

(IV) .|_^(» + .)c«g, 

W. Fr. M e ; e r , Intagralraehnimg. 9 
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oder, wenn man den Wfdsungsirinkel ^ = —?> als unabhängige 
Variable einfährt, aU VeraUgeineinening*) von (HI'): 
(IV") 4_^(„+,)co,|. 

V, Kreisevolvente: 
X = a(cOBip -i- <p Bmp) , f/='a{Bin(p — tpco6q:>) (s. § 7, (40). 
Man hat: 

f dx dy 



im-m-h=r- 



(8) 

(V) ^-of- 

Hieran m^n sich einige BeiBpiele für Polarkoordinaten 
anschließen. 

VI. Archimedische Spirale: 

r = a<p (s. § 7, X). a sei positiv. 

(9) /=^=a, y;nj:?i=a/r+^. 

Mit Rücksicht auf die in (4) g^;ebene Formel für 
/ yi + ?>* dip kommt: 

(VI) 9y=|.[yyrT^+;(9.+yi+^)]. 

Man betrachte die Analogie mit dem Pu^belbogen (I). 

VII. Hyperbolische Spirale: 

r=.— (a. s 7, XI), a sei positiv. 
9 
Hier ist: 
f dr 



(10) 



') Für liint- = ao (b. 8, 93) geht (IV") in (HI') über. 
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Auf dag iBtegral wende man partielle Integration an: 

(11, |i./I+^,^=|(_l)'/I+^ 

oder, da naoli § 2, (18), (23): / ^ . =f(y + yi-f yi) ; 

Der Bogen wird für <p = unbegrenzt lang, d. h. wenn 
man sich in der Richtung der Asymptote unbegrenzt weit 
entfernt, aber auch für ip=-oo, d. h. wenn man sich dem 
asymptotischen Punkt« der Kurve unbegrenzt nähert. 

VIII. Logaritbmiscbe Spirale; 

r = a^f (a. § 7, XII). a, h positiv. 

(12) /— o6e»»', yra + r'» — «yi+hV, 



Der Bogen ist also proportional mit der Zunahme des 
Eadiusvektor. Für 970 = — eo, r^'—O hat die Kurve einen 
asymptotischen Punkt; nähert man sich diesem unbegrenzt, 
80 bleibt gleichwohl der Bogen endlich: 



(Vma) 



yr+6»-r. 



Für <pg = -['Oo wird der Bt^n unendlich lang. 

Führt man einen Hilfswinkel x ein, so daS b-^tga, 



Länge der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, die 
mit der Kathete r, — r-g den Winkel ^ — <x einschließt. 

9* 
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An diese Beispiele m^ren sich zwei weitere anscfalieSen, 
die über die elementaren Fonktionen hinausführen. 

IX. Ellipse. 

Man drücke die Koordinaten x, y eines Ellipsenpunktes 
durch die exzentrische Anomalie tp aus (§ 7, (9)): 

x = a CO891 , y = bBva(p, 3f=~aäii<p, j^ = bcoatp, 

= Ha^~e^ooB»<pdtp = jdx^^^f- 
dx. 



a^ — b', e' = — . Küthin ei^bt sich: 






(IX) sS - /:;^======da: . 



Das Integral gehört zu der Gattung der elliptischen 
{Abschn. IV), die daher ihren Namen führen. 

X. Spezielle Lemniskate: r* = 2e^coB2<p (§ 7, IX). 
Man hat: 



coe29P ' 



,x) .'^=Jf^+?fä^=.f2l-j^=er,f^^, 



h 



Führt man hier u = amip als neue Variable ein, so geht 
dfp f du 

,/7^^^^^^ ^"^' i" \ ,m- ^wi - 0— iT ""id auch dieses 



^nt^ral gehört zur Gattung der elliptischen. 
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Fär den Baum sei eiu spezieller and ein allgetneiner 
Jall behandelt. 

XI. Scliraubenlinie. 

Leji;t man ein Becbteok von der Grundlinie 2an und 
der Höhe h stetig um einen geraden, senkrecht auf der 
a^y-Ebene stehenden geraden Kreiszylinder mit dem Grund- 
kreise vom KadiuB a, so daß die Linie 2an mit der Peri- 
pherie des Gruadkreises zur Deckung kommt, so gebt die 
Diagonale des Rechtecks über in die Schraubeiilinie auf dem 
Zylinder. Man bat sofort als Gleichungen der Schrauben- 
linie, wenn die Diagonale mit der Grundlinie den Winkel <x 
bildet: 
(15) x^—a(ios(p, y = asai.<p, z — atgx^. 



Somit wird der Bogen sj, daa/'+y'»+«''=oyi-|-tg'a: 

(XI) 8^ = ail+t^-<p. 

Dies Ergebnis fließt auch unmittelbar aus der Ent- 
stehung der Schraubenlinie; danach hat der Bogen die Länge 
der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ka- 
theten e und a<p. 

XII. Beliebige Kurve auf einer Fläche (b. diese 
Sammlung Bd. XXIX). 

Eine „Fläche" (g 23) sei dargestellt durah die Glei- 
ebungeo : 

(16) X'~x(u, v), y = y(u,v), z = e{u, v), 

wo u, V zwei Parameter sind. Sind u, v Funktionen eines 
weiteren Parameters t: 

(17) u = u{t), v = v(i), 

e 
il 

ff= -j- eindeutig 



80 stellt (16) eine Kurve auf der Fläche dar. Man nehme 
an, daß im Intervalle (^ , ^), x, y, s nebst ihren partiellen Äb- 

' ät 
und gleichmäßig stetig seien. 



dt 


_«■- 




•^+lf- 


.», »'+«,</ 


dt 


-/- 


«y 


-+lf- 


-?■«■+».'' 


dt 
dt 


= j9'= 


St 


-1^- 


»,»'+»,0'. 
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Eb i8t 3;'2+y'*+if'* zu berechnen. Aus (16) folgt 
(Difir. § 13): 



(18) 



S«tzt man imt Gauß zur AbküizuDg: 

(19) ( ^ + !^ + ^--E, 3!,:c,+ä(,!l, + «,«,-J, 
\ xi + yi + ii-0, 

SO wird: 

(20) a^» +y'» + /ä = £M'ä+ 2iJ'uV+ Gt/», 
somit der Bogen {t^,ti): 

(XII) sl='j-j/Evf* + 2 J'«V+ Gt/^d^ 

Man Bchrelbt diese Formel gewöhnlich lieber, 
8*^ = s gesetzt wird: 

(XII) (^Y = s'i^Eu'i + 2Fu'ff+Gi/i, 

oder auch mit Benützung von Differentialen: 

(XII) ds*=Edu^+2Fdudv + Gdv*. 



§ 13. Oberfläckenbestliumiing (Eomplanation) ron 
Bolatlonsköipem. 

Statt der Kurve 

(1) y-M 

hge man zunächst wieder, wie in § 10, ein Sehnenpolygon 
fo, Pi,..., P„ zugrunde, dessen Ecken auf der positiven Seite 
der :i>-Achse gelten seien, und lasse dieses Polygon um die 
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X-Achse rotieren. Die Oberfläche des bo eDtsteheoden Bo 
tationskörpera habe den Flfioheninhalt if^; erhält dann lim Ü 

einen bestimmten Grenzwert O^, so sei durch ihn die Größe 
der Oberfläche des zum Intercalle (xg, x«) gehörigen, von der 
Kurve (1) enengten Botationskörpers de^iert. 

Eine einzelne Sehne beschreibt bei der Eotation einen 
Stumpf des Mantels eines geraden Kreiskegels, mit der 
Spitze auf der ^r-Achee. Der Mantel eines solchen mit der 
luinte k und dem Grundradius y hat (s. diese Sammlung 
Bd. IV, 8. 194) den Flächeninhalt M: 

(2) M=^hi,, 

mithin der Mantel eines Kegelstumpfes, der den Kanten 
i,, k und den Radien t/i,y (wo k^'S'k, 9i>9) entspricht, 
den ^ihalt: 

(3) Jft'=«(Ä,y,-*3/). 

Die Länge unserer Sehne ist Jk^k^ — k, wShrend y , y^ 
die Oidinaten der fbidpunkte F, P^ angeben. Man wird das 
Stück Jk in (3) einführen. Nach dem Ähnlichkeitssatze i^t: 

(4) i-^, 
ü, !/ 

miüiiii aach, für ^y = lfi~yi 

Ersetzt man in (3) hi darct dh + k, y^ durch dy + y, 
80 geht (3) wegeD (4') über in: 

(30 Mi*"-.7i{2yAk + AyAl). 

Die Samme aller dieaer „Eletnentarmäntel", d. i. der 

Inhalt ö, erhält daher, äa Jk^Ax]/ 1 + 1-^) , den Wert: 



h-AnV 1 



(5) C"-2-2'!"<*]/l + (^)' 
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Unter den in § 11 gemachten Ännahmea für die Fimk- 
tioE y(l) gebt die «rate Summe rechts von (6) für lim Ax-^O 

Über in 27iJydicyi4-j/'2, die zweite Summe dagegen ver- 
schwindet, denn, wenn alle AyC*}, bo sinkt sie unter den 

Wert '?".2^'^^l/l+(x^) > ^° ^*^ Faktor von ijn in end- 
lichen Grenzen eingeechiosBen ist. 

I. ^omit ergibt sich für den geeuchten 
Flächeninhalt (f^ der zur Kurve (1) gehörigen 
Rotations-Oberfläche: 

«1. •■ 

(I) (r-=2jr/j//r+7^dz=2jijyds.'' 

Der zweite Wert rechts geht aus dem ersten gemäß 
§ 11, (20) hervor. Zur Illiutration sollen einige Beispiele 
durchgeführt werden. 

A. Rotationsparaboloid erster Art (s. Diffr. §4, S.43). 

Die Parabel 
(6) y'=2pz 

drehe sich um ihre Achse, die ir-Achse. Man hat: 



(7) 



also: 



Führt man p+2x = e als neue "Variable ein, so wird: 

{ip + 2x dx = \jf^de = ^y^ , 



ip j dx-^p^2x = \-ß{i{p + -ixy]t = ^[yHs^ + y*) 



somit: 

(A) 
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Da fp' + i/*=d die Hypotenuae des rechtwinkligen 
Dreiecks mit den Katheten p, y ist, so erhält (Ä) auch 

die Gestalt: OS = |^{rf»-p«). 

6. Rotationsparaboloid zweiter Art (s. § 9, I). 
Ist die ^-Achse die Rotationeachse, so wird: 



1^°^ 2p' 
0S = 2n 



Für ^^^ als neue Variable geht jij) /(— ) l'l'H 1*^^ 

ober in np^je*'}/! +e^de. 

Durch Krweiterung mit ^l+e^ kommt zunächst: 

(9) fe^iT+s^ds= f-£=de+ f , ^ ds, 

J J yi+£ä J ^1+g* 

andererseits liefert partielle Integration: 

(10) J2*)/r+^d^=|(0yr+^d5 

= ^il+7^-U-^d.. 
3 3 j fr+72 

Durch Gleichsetzen der rechten Seiten (9) und (10) 
ei^ibt sich: 

(11) f^^d.-^yi+7'-^f^JL=d>, 

J fl+i' i ij iüT- 

und dies in die rechte Seite Ton (9) eingesetzt, liefert: 

(12) ft'irfT-=if~j£=di+ii»iT+7K 
1 1 P+'' 
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Das erste Integral rechterhuid war in § 7, (18), (27), 
(29) aufwertet: 

somit wird das gesuchte hitegnUJ e^^l+e^dß: 

(14) /2*yn-«Mi(=|«»yn-\e»+i?yi+^» 

Ersetzt man hier wieder ü durch — , und föet den 
Faktor 7tp' lünzu, so ergibt sich als Wert von 0^: 

C. Rotations-Zykloidoid. 

Die Fläche entsteht durch Drehung der Z7kIoidfl um 
ihre Achse. Für letztere als :ivAchae war (§ 12, 111): 



(15) 



OJ, = 2n . 4aM sins^d?- = löJtaM sins^d fe) . 

Das Integral /sin^y e2^ war in § 9, (8)*) ermittelt worden: 
I sm'yjdy) —= ^— (2 + sin* yi) . 




') Dort war zunächst fooa'q/ dip ^ siaip — ^sin'^' ermittelt 
worden. FQr y = ^ ^ 90 als neue Variable kommt aber sofort: 

ysinV Äv = — 00SV + i ws'v 

^_^(S-cos'v) = -^(2 + ™V). 
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8 13. Oberflacbenbestimmuiig CKomplanation) usw. 139 
Demoach ergibt sich: 



(0) 



Für qo^O gibt 0^ die Iialbe Oberfläche des vollea 
Zyhloidoids, mithin erhält die ganze Oberfläche den Wert 0: 

(Ca) = 51|£., 

also ^ vom FlächeiuDtialt des erzeugenden Kreises. 

D. Rotationsellipsoid. 

Es genügt, den Fall der großen Achse als Botations- 
achse zu behandeln. 



Man bat (§ 12, IX), für e^ = a^ — ¥, e« = 

( x^aooS(p, y — hsing!, 



o»' 



(16) 



0*= — 2 ji o6 / siny yi — e* cos'^j d<p *). 



Das Int^;ra] rechterhand erweitere man zunächst mit 
yi — e* 008*^1 : 

(17) / 8in7>yi — c*cos*9'd9'= / ■ ■ tiip 

J J yi — c^cosV 

f sinmcos^o' , 

— e' I - . . ■ ^= aip . 
J Vi — £=cosV 

Im ersten Integrale rechts führe man ecos9:' = 2 als 

neue Variable ein , so daß -ß -. — wird , daon ent- 

ds £ 8in<p 



*) Bei positiver Quadratwurzel ist das negative Voraeichen 
vorzusetzen, da ?> mit wachsendem x abnimmt. 
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(18) 

1 



J yi-e*co8»y ejj/rrr^ 

i . 1 ■ / ^ 

-arcsin^Bi iirc8iii(ecOB9i). 



Anf das zweite Int^ral rechterhand von (17) werde 
partielle Integration angewandt: 

(19) f—=^=:^coa(pdip= / (yi — e*co8'93}'coB95dfl» 
J yi—e^ ooB^<P J 

= ooBip yi ~ c* coB^ip + / B\ntp yi — e*C08*y d^j . 
Dadurch geht (17) über in: 

(20) 2 / 8in95 yi — e*cos*y ^91 = aresin (e cos 91) 

— cosq:i yi — e* COB*^) , 
und der gesuchte Inhalt 0^ der Oberfläche wird: 



(D) (^ = ;io6 cosipyi — £*cosV + — arcM"i(«C0B9j) . 

Für 9) = resultiert die Hälfte der Totalobeifiäche 0; 
also kommt für letztere selbst: 

(Da) 

Hier ist fT^ 
und 1 , einen Hilfswinkel 17 ein, so di 
(21) £ = shiij , 

Bo ninunt die Gestalt an: 

(D«0 = 2^ah(--h-X-]. 

^ ' \a Binjj/ 
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Föt liinc=-0 i e. a = b = r muß Bich äie Oberfläche 
der Kugel mit dem Eadiue r ergeben; in der Tat wird 

dann lim ^^°'°'' =l (Diflür. § 5, {!)) und, wie bekannt (Diffr. 

§4, a^42)/ 

(Da") = 4nr'. 

Setzt man enteprechend in der allgemehieQ Formel (D): 
(21') e C0B9P = — — Bini}, »/ = are8in — , 

BO schreibt sich (D) auch in der Form: 



(DO 



i='-[fi/Hfr+^l- 



E. Gleicbzeitige Komplanation von Botations-Para- 
boloid, Ellipsoid, Hyperboloid. 

Die große Achse Bei x-AchBe mid RotatioDsachBe. 
Die gemeinsame Scbeitelgleichung der Kegelschnitte lautet 
(Difir. § 4, S. 42): 

f Ellipse ] 

(22) y'=^P^ + qx'\q$0, Parabel \. 

[ -^ Hyperbel) 

Es wird: 

(yy)*=^»+2p2a;+s«a;'=i)«+2(2j.a;+3a;»)=i)«+gy», 
ff» + sV» = J>* + (1 + 2)ff* =i'* + f^t . 
wo e die numerische Exzentrizität ist (bei der E llipse 

der Parabel e= 1). 

Die in (A) behandelte Parabel m^ jetzt beiseite gelassen 
werden. Für Ellipse und Hyperbel wird (e<l resp. >1): 

(24) p* +.£=»* = i)*+2i)e*a: + £«9'3:^ 
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Wir trennen jetzt die Fälle der Ellipse und Hyperbel. 
Bei der Ellipse istp = — , 2 = ^, somit wird: 



=-[(•+!^)-(^^)^• 



b^ &! 

Bei der Hyperbel ist » = — , ff = + — r, somit wird: 



-B-^H-m- 



Bei der Mlipse ist 1 + — ^ = -^ ' ''**' ^^' Hyperbel 
6* 1 e e 

1 j- = -r ■ Denonach kommt zunächst: 



(27) Ellipse : Oj = 2«fce M^]/;^ ~ (f ~ ^J' 

ß 

(28) Hyperbel: 0^ = 2nbt {dx^lU + ^j'- A. . 

Im ersten Falle fiihre man e( ij'—« als neue Variable 

ein, so daä -j— = — wird, d&nn geht / «^^ ^ — — I 1 ) über 

in — /yi— js'dfloder, nach §7,(1'), injj— [äVI— «*+arc ein«! , 

^■^ ■** Ix \ 

Ersetzt man hier wiederum e durch seinen Wert e(— — 11, 
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60 restütiert für die Ellipse, falls man nanmehr a und x ale 
Grenzen nimmt: 



(|-')l^=KR+4-»^°'(7-')| 



(£a) OS=na& 

Dieses Ei^bnis läßt sich leicht in das unter (D) er- 
haltene überfuhrea; macht man den Mittelpunkt der Ellipse 
zum neuen Anfangspunkt, und nennt ^ die neue Abeziase, 
so int x = a-\-^, und es wird aus (Ca), wenn man wiederum 
X statt I schreibt 

m os=..»[j/n:(|)'+i»e.inf]. 

Im FaUe (28) der Hyperbel fOire man «(—+1)=.« 
ale neue Variable ein, so kommt auf Grund von § 7, (Ula'): 

(Eb) (^_o;- — [(»vS^^rD-i(»+)*^^]; 



=„».[(£+i)|/: 



^f- 



Transformiert man wiederum auf den Mittelpunkt, so 
daß a; + a = f, und schreibt dann wiederum x statt f, so 
erhält (Eb) die Gestalt: 



F. RotationsfUche der Kreisevolvente (§ 12, V). 
Hier wird: 

— = emy — ^jcosqü, — = cos 9? + 9p sin gs, 

^yy^* + y'* = 9'{8in 95-97 cos 95), 
(30) "i Oj' = 2J1J9J 8in9J (^91 — Znftp^ costp df . 
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W^en y'=^Biiif) ist das ente Int^ral j tp fäatp dtp: 

(31) j^ eaupdfp = sin^j — tp ooaip . 

Auf das zweite Integral in (30) Qbe man partjelle Inte- 
gration auB: 

(32) jfp^ ew<pd(p = jcp^ifiia <pyd(p = tp' ainip — 2jtp sintp dip ; 
somit entsteht unter Benatzong vtm (31): 

(F) — Of = 2 Ji [3 (siny'— ip coetp) — tp^ sinip] . 

G. Botationsfläche der logarithmisclien Spirale: 
r^a^'P (§ 12, Vm). 
Es kommt: 

Auf das Integral j^^fBVKpdip läfit sich die partielle 
Integration in doppelter Weiee anwenden: 

1 1 /■ 

(34) \ =^e'^'Psm<p~^je">-Pco6pd<p, 

j^'"f eiaip dtp = — jf?''v [ooatpY dtp 

=.—^iVC06(p+2bj^''^C0Btpdtp. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit 46*, und 
addiert sie sodann zur zweiten, bo er^bt Bicb: 

(35) (46» + l)j^<"F änipdtp = ^*v (26 siny — COS9?) , 
und damit: 

Der Kreifi (6 = 0) ordnet sich als Spezialfall ein. Nimmt 
man die Grenzen ip^-=Q, tp^n, so wird die Oberfläche 
der Kugel iita^, wie es sein muß. 



(36) 
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H. RotfttioDs-EpiEjkloidoid (§ 12, IV). 
Man hat: 

y =' {a + r) aiaip — a em ip, 

a + r 



x = {a + r)coB<p — acoB~ 

, , , J . ö+r , 1 „, , , . »• 2a + r 
3;=\fi-\-r) sin qs — auiqp =2(a + r)8in— yoos— ^ ip, 

y= -(o+r) l^cos— ^9>-co8q^J =2(a+r)Bm— ysin-^^9j, 

y^^H^T"' = 2(a + r) sin™,. , 

Somit erhält man fax die Oberfläche OJ* zuoSdiet: 

(37) Oy =- 4ji(o + r)ä / aia?) siu^T^dq? 

/" r a + r 

Die recbtsetehenden Integrale sind beide von der Gestalt: 

(38) J= jsiw oi. tp sin^ q) dtp . 

Man wende wiederam die partielle Integration in doppelter 
Weise an: 

J— / (cos ac y)' sin ^ 9:> dq> 

= cosff fisin^^H — 1 cosaqicosßtpd'p, 

(7"= — — / (c09^ <pY sin <K<pdip 

= — —ooBß q>mix^ + -^ I cos» ipBOBßipd(p. 
W.Fr.He^er, IntegTslrecbnanK. 10 

D,._.j.^ Google 



(39) 



146 t 13- OberflJU^h«DbesiimmuIlg (Ki>mplMi»tioti) tuir. 

Mulüplizieit man die erste Gläohiuig mit s^, die zweite 
mit ß*, und siüitrahieit sodann, so ist das Int^;ral,(7^ (38) 
ao^ewertet: 

(40) («» ~ß»)J= («* -- ß*)feäxt<x tp t\aß tp dtp 

--•ßBmoKpcOBßtp — «OOSA^sin^fi. 

Man gelangt übrigens anoh ohne partielle Integration 
von (38) zu (40). Da 

29in«^ sin/J?! — coa(a — ^^j — coa(o[ + ^jgs , 

so ergibt sich anmittelbar: 

(4(y) 2J^—^-^ ß + ^^' 

was mit (40) völlig übereinstimmt. 



Im ersten Litegral rechterhand von (37) ist « = 1 , 
ß = —- zu nehmen: 

(41) jaiaq>Biii~<pdp 



^ 4o» 
im zweiten Int^rale « = -^, ß = <p: 

(42) / sin-s— ysin ^d<p 

a + r a + r . r r r . a + r 
oos — fflsm^r— Ol — -^r— cos-jr— «am y 



ia' \ a I 
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Somit resaltiert gemäß (37) für die Oberflfidie 0^: 

4o» 



Die Formel (H) gestaltet sich übereidlitlicIieF, wenn man 
mit Hilfeformel (100 operiert und sogleich den Wäkungs- 

wiokel X'^~'P ^iiiführt Dann kommt: 

° l 2o + r 2a + 3r 1 



4<ln(. 



oder: 



4o:i(<i + r) ° 2a-r V*^ 2/ 

J. Rotationa-Katenoid (§ 9, IV; § 12, II): 

Da nach § 12, (5) die Beziehnng y = «yi+y'* gilt, eo 
folgt umnittelbBr zwischen dem Volumen V^ = njy'dx (§ 9, 

10* 
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(TV)) des BotatioDBkörpers imd der Oberfläche O^ der 
flotatioDeääche die Belation; 



§ 14. Umlielmuigeii. 

Wir wollen die in den §§ 7, 9, 12, 13 durchgeführten 
Beispiele für Quadratur und Rektifikation ebener Kurven, 
Kulüitur nud Komplanation von Botationskörpem nicht ver- 
laeeen, ohne wenigstens einige der geometrisch einfachsten 
Ei^boiese umzukehren, d. h. zu fragen, inwieweit die ge- 
fundenen Eigenschaften der Kurven för letztere chank- 
teristisch sind. 

L Ketteolinie: tf='-^\e'' + e "/. 

In § 12, (11') war zwischen Inhalt /„ und Bogen s% die 
einfache Eelation 

(1) ''»^fl^ 

gefunden worden. 

Soll umgekehrt für eine Kurve stets der Inhalt J pro- 
portional dem zugehörigen B(^n s sein, so ist gemäß (1) die 
Forderung zu erfüllen: 



jydx^aj-^l+^^c 



Durch Differentiation nach x folgt y = a'^l-^y'^, oder 
quadriert; 

(3) J/» = o*(l+y'*), 

nnd hieraus, für y als unabhängige Variable: 
dx l 



''~m~- 
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Die Integratioii liefert, unter Xg eine willkörliche Kod- 
stante verstanden: 



Setzt man - — ^ = f, — =ij, so kommt nach § 2, (UT): 

f_/-i^_;(,+y?^). 
J n'-i 

Die UmkehraDg von (6) liefert, wie in § 2, (25): 



also ancli, da 

1 




(8) 


171 v'-iv'-i) 



:i?-y»;*- 



Die Addition von (7) nnd (S) ergibt als allgemeine 
Lösung von (3): 



(!) 



r=H«- 



"+e~ 



Dies ist aber die Gleicbung der Ketteolinie, nur daß 
der An&ngspunkt auf der x-Achse noob eine wlllkOriiohe 
Lage hat, mit audem Worten, alle Knrven mit der Eigen- 
Bcnaft (1) sind Kettenlinien, die aus einer ersten, 

,-f(.U.-^), 

dnrcli Pandlelverschiebung längs der Achae enteteheu. 

W^;en einer andersartigen Aufgabe über den Bogen 
der Kettenlinie b. unter VU. 

Zwischen der Kubatur and Komplauation des ßotations- 
kateacides war in § 13, (J) der Zusammenhang ermittelt: 

(9) a(^ = 2r| i. e. ajy^\ + y'*da:—jy*dx. 
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Die Fwdenmg (9) dedct sicfa aber mit (1). Denn die 
J^ittoKBÜstioD v(Mt (9) ei^bt die Gleichang: 

(10) «*»'!-!- »" = 5'S 

die äxh nsdi W^assnng der aneigentUchea Lösin^ if — 
auf (3) rednzifirt. 

IL Höhere Parabeln: y = ca^ (s. § 7, (VHI)). 

Schon in Dififr. § 3, S. 26 war festgestellt, daS för dn 
positives m+ 1 der Inhalt JS der (ffi+ 1)^ Teil des Bedit- 
ecks a;|r mar. 

Umgekehrt sei die Karre gesacht, die ein Rechteck xjf 
für jeden Wert von x in konstantem Verhältnis teilt: 



(12) 



^i=-\ydx=—3. 



(13) 



Die differenzieite Gleichung ist: 



Die Jntcgration führt unmittelbar m: 

(14) ly = l{c:^~'). 
also Inr reelle x, y,c zu : 

(11) p = exf-^~ex^. 

IHe gestellte Fordernng (12) kommt also nur der Schar 
höherer Parabeln (II), bei viJlkfirlichan c, za. 

m. Botationeparaboloid erster Art (s. Diffi-. § 4, 
8.43). 

Die Kabatarformel: 

(15) rs-^ 

wurde L c. geometrisch ein&ch gedeutet; ity^x war das 
Volomen eines geraden Kreiszylinders, mit dem Parallel- 



.j.,Goo^^lc 
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kreis vom Radius y als GnmdBäche und der Höhe x. Soll 
umgekelut eine BotatioDBfläche der Bedingung (15) genügen; 

(16) J"'^^-!^. 



SO folgt durch DiSeientiatioD: 

(17) 2y^-t,^ + 2xt,y', 

oder, wenn die nneigeatliche Lösung y= unterdrückt wird: 

(18) ^ = i. 

y x' 

Bo duB die Integration liefert: 

(III) Hy^ = li2p^), oder t/^ = 2px. 

Die Forderung (16) wird also durch die Schar von 
Parabeln mit fester Achse als Rotationsachse und festem 
Scheitel, aber variierendem Parameter p erfUlt. 



Erweitert man die Forderung (16) dnrch: 

(160 VS = JyUx=^^, 

80 tritt an Stelle von (17): 

^ ' y 2 x' 

und an die Stelle von (III): 

(nV) y = ex^, 

wo c die Int^rationskonstante bedeutet 

Die Vergleichnng der Eigebnisse (II) und (III') lehrt^ 
daß die Forderungen J"f = — ^ und Ff = — y- dasselbe aus- 

= 2/t — 1 ißt. 
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IV, Quadratur der drei Spiraleo. 

Die ia § 7, (X), (XI), (XU) erhalteaeu Resultat« lasaen 
sich ohue weiteres umkehren. 

Soll der Sektor iS^ mit r* proportional sein: 

(19) S^ = \fr*dip = cr^, 

BO ei^ibt die Differentiation: 

(20) r» = 6crV, 

Bomit nach Entfernung der nneigentlichen LSsung r = 0: 

<-^» •'-67 

nnd durch Integration, wenn tp^ eine willkürliche Konstante 
bedeutet: 

(IV«) r-^{q,^n)- 

Die Eigenschaft; (19) kommt also der Schar Archi- 
medischer Spiralen mit dem g^ebenen Parameter a = -^ 
zu, die aus it^nd einer von ihnen, ** = ß— Vi durch Drehung 
am den Fol hervoi^ehen. 

IVß. Die Forderung: 

(22) si^ijr^ä^p^^ir.-r) 
ist gleichhedeutend mit: 

(23) r* ar', oder -~ = -, 

also; 
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Die Enrven iTVßj sind hyperboliscbe Spiralen, die aus 
<r TOD ihnen, (p~—, darch Drehnng am den Pol entstehen. 
IV}-. Die Eigenschaft: 



''•=+/" 



(24) S;~ilr>d,,-j^(r'-rl] 

führt zu: 



(25) 

oder nach Äneseheidiing der uneigentlichen Lösung r = ! 

(20) j-b, 

und damit zu: 

(IV y) r=^^'F-'fK 

Wiedemm entstehen die logarithmiechen Spiralen (IV}') 
durch Drehung aus einer ersten, r = ^i', durch Drehung um 
den Pol. 

Ordnet man die drei Aufgaben (IV«), (IV^, {TVy) der 
allgemeineren unter, die Kurven zu bestimmen, für die der 
Polsektor S^ der Zunahme der m*™ Potenz des Radius- 
vektors proportional ist: 



f' 



(27) i r^d^ = ^{r«-ft), 

so folgt, nach Weglassang von r = : 

(28) l = mc»*-V. 

Der Fall »»—3 1 i. e. m = 2 ist der unter (IV j-) 

behandelte. Schließt man ihn jetzt aus, so kommt: 

d. i. eine Schar allgemeinerer Spiralen, die durch Drehung 
um den Pol auseinander hervorgehen. 
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V. Bogen der logarithmiechen Spirale. 

Die in § 12, (Vlil) erörterte B<^iieigeii8cbafl; der loga- 
rithmischen Spirale fährt zu der Angabe: Für welche Kurven 
ist der Bogeu proportioual der Zunahme des Radiusvektor? 
Es soll sein: 

(29) " Nr^+r^d<p = c{r~ra), 



r!-|-t^i = cVä, r"^- 



Hier ist also c>l vorauBznsetzen. Man bat sofort: 



(31) ^ = ^^^^^' <p-n--f^^^ir, 

oder: 

— (y— yj) 
(V) r-«''^ 

Das ist eine Schar Ic^rithmischer Spiralen, die aus 
-=<p 
einer ersten, r = e''*~' durch Drehung um den Pol ent- 
stehen. 

VI. Bogen der Zykloide. 

Zwischen dem Bc^n o = ^ der Zykloide und der Or- 
dinate y bestand nach § 12, (ift'") die Relation: 

(32) o* = -8fly+16o». 

Allgemeiner frage man nach den Kurven, für die der 
(von irgend einem Anfangspunkt aus) gemessene Bogen s die 
Forderung befriedigt: 

(33) s = f^^+ß, («^0). 
Die Differentiation liefert: 



(34). yi+y-- 
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oder quadriert, nach %f aufgelöst, und nach y integriert: 



(3») ^-"=\^m^'y 



Hier läßt eich ein Hilfswinkel ^ als neue Yariable so 
einführen, daß die IntegralfanküoD rational in sin ^ wird. 
Da nämlich die Summe von Zähler und Nenner des Radi- 
kanden konstaut, — — -j ist, so kann man .Zahler und Nenner 
proportional mit sin'y resp. cos^v' annehmen. Je nachdem 
~~Ä positiv oder negativ ist, schreibe mao — — =-2aresp. 

— 2«, — = — -^ reap. +■—, wo a positiv, und setze, beide 

A Od Od 

Fälle zusammenfassend: 

1y±(2o— ^)^ + 2o8inV. — y±/- = ±2oco8V. 
^;— = + 4osiniüC08w; 
dtp — 
dann geht (35) über in: 
(37) x — Xq = + iajtayt siny oos^ dyf 

= ±iafBm^y>dy) = ±2a({l — COs2y;)dy;, 
oder, bei Einfiihrupg des doppelten Winkels 2^ = 9' als 
neuer Variabein*): 

Ix-Xa = ±a{<p — BiQ>p), +a = -~, 
!/-|/o=±o(l-cos9:i), ^0 = ^(20-^) = ^ — ^. 



•) Einfacher wftre man zu (IV) gelangi, wenn man von vorn- 
herein y H — als neue Variable y eingefahrt hätte. Dann nimmt 
(35) die Form an: jV — ^^dy, und liefert för y^auain'v die 
Gleichung der Zfkloidenschar: x—x,=a{<p—aai<p), j/=a(l— cos^). 
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Mao erhält aleo in beiden Fällen eine Schar von 
Zykloiden, die, wenn man eich die x-Achse horizontal denkt, 
aus einer Änfangszykloide: 

x = a{ip — shiip) , y = ±ö(l —coB<p), 

durch vertikale Verschiebung um die Größe j/q, und sodann 
erfolgende willkürliche horizontale Parallelverechiebung er- 
geben. 

In dem besonderen Falle (32) ist « = — 8o, ß = lGa^, 



von der man ursprünglich ausging; 

Vil. Bogen der Kettenlinie. 

Für die Ketteolinie y = ~[e^ + e'l war in § 12, (W^ 

zwischen dem Bogen s^ = s und der Ordioate t/ die zu einer 
einfachen geometriachen Konstruktion des Bogeus führende 
Relation erhalten worden: 
(38) s^^yi-aK 

umgekehrt folgt aus der Forderung (38) durch Diffe- 
rentiation : 



(39) 



oder, quadriert nnd nach y int^riert:- 

(40) x-x. 
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woraus, wie in I hervoi^elit; 

(G) »-|(e'"^ + e~^). 

Diese Schar von Eettenlinien geht aus einer Änfangs- 
kettenlinie y = -ö''c'+ "/ durch Parallelverschiebung längs 
der ^Achee hervor. 
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Kapitel HL 

Tangente und Normale einer Kurve. 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

§ 16. Ttu^ente und Normale einer Karre. 

Wir knöt^en wieder, wie in § 11, an die VorsteUung 
des zu einer kurve: 

(1) ü-m 

oder: 

(2) x-,r(f), y-vifi 

gehörigen Sehnenpolygons an, bei Zugrundelegung recht- 
winkliger Koordinaten X, y. Das Polygon resp. die Kurve 
sollen im Sinne dea wachsenden x durchlaufen werden. Zu- 
nächst werde die Gleichung der Verbindungsgeraden (Sekante) 
zweier Punkte: 

P{^> y)> Q{xi = x-\-Ax, yj=y + Ay) 

bestimmt. Für irgend zwei Punkte P, Q lautet dieselbe 
(8. diese Sammlung Bd. Vm, § 18): 

(3) 5(yi-y}-'7(^-ip)+(«iy-«yi)=o, 

wenn S , i) die lanfenden Koordinaten der Gwaden bedeuten, 
oder auch: 

(4) {|Jy-^Ja:)~(aTjy-yda;) = 0. 

Hieraus geht die Gleichung der Sekante PQ her- 
vor, wenn man gemäß (1) resp. (2) dy durch Af reep. Ax, 
Ay durch Afp, Ay ersetzt: 
|{I) (SAf-TiAx)-ixAf-fAx)^0, 

\ (II) {^Ayi~T}A<p) — (tpAy> — y)A<p)=0. 
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Somit beetiinint sich der Winkel o, deo die poeitive, 
d. h. von P nach Q gerichtete Sekante mit der Biciitung 
der positiven x-Achse bildet, bei rechtwinkligen Koordi- 
naten doTch: 

(III) tg.=^==4^-4^, 

voraus noch die Beziebungen fließen: 

dl 



(111 a) C08ö = 



f^' 



wobei die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist, da nach der 
getroffenen Voraussetzung o nur ein, positiver oder negativer, 
spitzer Winkel sein kann. 

Der Cauohysche Mittelwerteatz (DiSr. § 15) ergibt, je 
nach der Darstellung (1) oder (2): 

{(5) Ay=Af =Axf{x-\-^Ax) = Axf{x«), 

(6) Ax='d(p = Atip'{t + &iAr)=At(p'{U^, 

Ay=Ayr = Atj/{t+&,Ai) = Aiy/{io^), 

vro Xfi, U^, U^ anbekannte Mittelwerte von x, resp. t im 
Intervalle {x, x + Ax), resp. (t, t + Af) bedenten. Kaoh 
Einsetzung von (5) resp. (6) in (I) resp. (II) tritt vor die 
linke Seite der Gleichung (I) resp. (II) der Faktor Ax resp. 
di. Dieser Faktor darf aber entfernt werden; denn sein 
Verschwinden würde bedenten, dafi die Punkte P,Q in einen 
einzigen zusammenfallen würden, die Verbindungegerade 
also unbestimmt werden, mit.hin deren Gleichung identisch 
erfüllt sein würde. Demnach erhalten die Gleichungen (I), 
(II) die Gestalt: 

f (la) [f A^) - ,3] - [xfix^) ^ i/H , 

1 (Da) [f v'(W - V'P'ii^)] - i^Viii^.) ~ Wfi^] = • 

Geht man jetzt zur Grenze über, indem man Ax resp. 
At gegen Null konvei^eren läßt, so konvergieren f{x^), 
<p'{i^), y>'(t^) gegen f = f{x), p'=^(fl, v'=y\i), und die 
Gleichungen (la), (IIa) gehen über in: . 

Dj:...j.i Google 



160 $ !&■ Tangente und Nonn&Ie einer Kurve. 

|(iv) {sr-v)-(^r-y)='0, 

KV) {iv'-'?9'')-{*v'-y?0=o. 

Offenbar geht (V) auch direkt aus (IV) vermdge der 

Formel f'= % (Diffr. § 13) hervor. 

Diese, bei eindeutiger Existenz von f reBp. ff, yj' völlig 
bestimmte Grenzlage (IV) resp. (V) der Sekant« (I), (Ü), heißt 
die „Tangente" der Kurve (1) reep. (2) im Punkte P[x,y), 
Man bedient sich auch der Ausdrucksweise, daß die Tangente 
die Gerade ist, die den Kurvenpunkt P mit einem uoendlich 
benachbarten Kurvenpunkte verbindet. Neben die Gleichungs- 
formen (IV), (V) für die Tangente sei noch eine dritte ge- 
stellt, die der impliziten Gleifäungsform iSr die Kurve: 

(') z(«.!')-0 

entspricht. Nach Difir. § 13 ist: 

SO daß (TV) die Gestalt annimmt: 

(VI) {iXi+vx2)-{^xi+m)-o. 

Aus den Gleichungen (IV), (V), (VI) geht wiedemm, 
wie bei (III), hervor, daß der spitze (positive oder negative) 
Winkel t, den die positive, d. h. im Sinne des wachsen- 
den X gelichtete Tangente des Punktes P(^,^) mit der Rich- 
tung der posi^ven ^Achse bildet, bestimmt ist durch: 

(VII) .g. = ^_^_-|, 

und damit auch, in Analogie mit (IHa) durch: 
(Vlla) cost = ■ — , sini ■— , 

ii+y" yr+y» 

bei positiv zu nehmender Quadratwurzel. 

Für schiefwinklige Koordinaten (x, y) treten einige 
Modifikationen ein. Auf der einen Seite bleiben die Glei- 
chungen (I), (II), (la), (na), (IV), (V), (VI) erhalten. Anderer- 



•) Der Fall y'=oD()f, = 0, resp. ^'=0) bleibe ausgeachlosaen. 
Über den Fall, da£ j^ unbeetimmt wird, indem XnX» reep. q/, i/ 
gleichzeitig verschwinden, s. weiter unten. 
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seits, wie aus Fig. 13, sowie aus dem Sinus- und Kosiuus- 
satze der Trigonometrie (8. diese Sammlung Bd. m, §§ 33) 
34) folgt, treten an die Stelle von (HI) und (IHa), wenn cu 
den Koordinat«nwinkel bedeutet, a^ und a^ die Winkel der 




Sehne PQ mit der positiven x- resp. y-Achse (so daß 
0, 4- Oy =^ o)), und bei Zugrundelegung der Korvengleicliung (2) : 



(mo 



cm.') 



.^s. 



4» 



^/iF 



äx 



^yf 



XAiJ 



At At 



Läßt man sodann, wie oben, die Sekante in die 
Tangente des Punktes {x, y) übersehen und sind x^t r, die 
"Winkel der positiv gerichteten Tangente mit der positiven 
X- resp. y- Achse (wo wieder Ti + i, = a), so hat man (VII) 
und (Vlla) zu ersetzen durch: 

W. Fr. Uefar, Integialiechnuug. 11 
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(vno 

(VUft') aini, =flina> 



M 



Adb diesen Formeln {III'), (Ula'), {VII'), {Vlla') sind 
die den Gleichungefonnen (1) resp. (7) entsprechenden un- 
mittelbar abzuleiten. 

Die Gleichungen für Sekante und Tangente einer Kurve 
mögen noch auf einem andern W^ abgeleitet werden, der 
eine direkte Übertragung auf Bamnkurven gestattet. 

Auf der Sekante FQ sei R{^, ij) ein beliebiger Punkt, 
mit der Entfernung r vcm P (die positiv zu nehmen ist, 
wenn B, mit Q auf derselben Seite von P ans li^t, andem- 
falla negativ), dann ist (b. diese Sammlung Bd. Vlil, § 18): 

(9) I — a; + r C08 ö , i; = y + r sin o . 

Wird die Strecke PQ mit Ar bezeichnet, so hat man: 



(10) 



4x_Ax M . _Ay _Ay At 
^ Ar" At' Ar' ~' Ar~ At' Ar' 



00 daS die Darstellung (9) übergeht in: 

n^\ t , At Ax ^ At Ay 

(11) i^x + r-r-. — , ri^y + r-r-. — . 
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mit X„, so läßt sich also, wenn man die Kurvenglei ctung (2) 
zugrunde legt, die Gleichung der Sekante PQ auch in der 
G«8talt darstellen: 



(HO i=x+x„^, n-y^K 



At ' 



Hier ist jl„ = »"-r- ein Parameter; je nachdem X^ positiv 

oder negativ ist, entspricht ihm je ein einziger Punkt auf 
der positiven resp. negativen Seite der Sekante. Die Eli- 
mination von X, ans (11') würde wieder zu (II) zurückführen. 



Für l\mAt-=0 gehen -3^, -^, -r- über in resp. 9/, v', 
, und die Gleichmigen (tlO 



der Sekante fiber in die der Tangente: 

(V) S = x + l3f^ip + W, «j=j/ + ;y'=v + Av'> 

wo der Parameter X dieselbe Regel befolgt, wie X^ bei der 
Sekante; die Entfernung -^r des Punktes (1,?;) von F{x,y) 
bestimmt sich durch: 

(12) ±r = ±^y^'M^. 

Diese Überlegung überträgt sich ohne weiteres auf 
Raumkurven. Ist die Gleichung einer solchen (s. § 11, (16) 
in rechtwinkligen Koordinaten: 

(2») x-x{t), y-y(e,, »-2(0, 

SO werden die Gleichungen einer Sekante P(.r, y, ^, 

Q{x-^ äx,y + Ay,z-\- Ab): 

(n-) e-x+x.% v-y+u^ii. t=>+i.% 

WO die Entfernung ±r zwischen den Punkten {x,y,e) und 
(^, r], nach dem pythagor^schen Satze im Baume (s. diese 
Sammlung Bd. IX, g 2) durch 

11* 
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geliefert wird. Entsprechend kommt für die Tangente im 
Punkte P{x,y,g): 

(V*) S^x + Xaf, v^y + Xi/, l-z^Xz', 

mit 

{12*) -[_r=±//S^H^7^+7"». 

Faßt man das Wesentliche der Ei^bnisse für Kurven 
in Ebene und Raum zusammen, eo gilt: 

A. „Sind für eine Kurve die rechtwinkligen 
Koordinaten x, y reep. x, y, s Funktionen 
eines Parameters t, so sind die Differenzen- 

qnotienten -r:, -^, I-vt) der Koordinaten pro- 
portional den Kosinus der Winkel, die die 
vom Punkte {x,y,s) aus nach dem Punkte 
{x-{-Ax, y-\-Ay, \z-\-Ab\) gehende Sekante mit 
den positiven Koordinatenachsen bildet und 
analog die Ableitungen x' ,y', (/) proportional 
den Kosinus der Winkel, den die positiv ge- 
richtete Tangente des Punktes x, y, {s) mit 
den positiven Achsen bildet." 
Umgekehrt genügt die Kenntnis dieses Satzes zur Fest- 
legung der Gleichungen der Sekante und Tangente. Denn 
sind, etwa im Falle der Kaumkurve, Ox, o„ o, die fraglichen 
Sekantenwinkel, t«, r^, r, die Taugentenwinkel, so hat man: 

IAx Ay As 

öcos<r. = -r7, ocosöv= -^, öcosö, = -7-7; 
At' " At' At' 

ico8Tj = a^, TC0BT^=-y', tcost, = «', 

wo sich die unbekannten Faktoren o,t durch Quadrieren und 
Addieren bestimmen (s. diese Sammlung Bd. IX, § 3): 



und damit zugleich die Darstellungen (II*), (V). 
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Aus den Qleicbungen der Tangente einer ebenen Kurve 
äieSen sofort die der „Normalen", d. i der im Beriihrungs- 
ptmkt P{x,y) Benkrecht zur Tangente gezogenen Geraden. 
Denn ist die Gleichung der Tangente von der Form rj — y 
= m{^ — x), wo j» = tgr, BO muß die der Normalen sein: 
{'J-y)w» + (|-ic) = (8. diese Sammlung Bd. VDI, § 18). 

Somit werden die vier korrespondierenden Darstellungen 
für die Normale der Kurve im Punkte (x, y) : 

(VHIa) (^-v)^ + {i~x)-0 bei: y-HD, 

(Vinb)(,-,)§ + (l-xÄ-ol 

«* «' >bei: x=-x{t), y=y(^, 

(Tino) i-i-V, r,-y + I.!d J 

(Vllld) (•,-y)x,-[S-x)xi = bei: i(x,y)-0. 

För die Baumkurve begntigen wir uns mit der wich- 
tigsten Darstellung (2). Nennt man „Normalebene" der 
Kurve die im Punkte (x, y, s) zur Tangente eenkreclite Ebene, 
so folgt aus Satz Ä. und den Mementen (g. diese Sammlung 
Bd. IX, § 10) als Gleichung der Normalebene (in Erweiterung 
von {VIII b)): 

CK) »-')§ + ('-')§ + «->§ = »■ 

Die Anwendung der erhaltenen Gleichungen auf spezielle 
Kurven bietet nunmehr keine Schwierigkeit. Eine besondere 
Bemerkung veranlaßt nur das Auftreten homogener Funktionen 
(Diffr. § 7). Für eine homogene ganze Funktion x(^< Jfi 2) tn'" 
Dimension (m'«" Grades) galt die Eulersche Formel (I. c, S. 72): 
8v 

Die hörnerne Funktion ^ selbst hatte die Eigenschall, 
daß für t als eine beliebige Variable: 

(17) x(t^i(y,i'!)=t^x(^>y>')- 

Umgekehrt möge jetzt die Identität (17) als Definition 
einer homogenen Funktion x w»"" Grades von drei Variabein 
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(und entsprechend für n Variable) dienen, auch wenn m ein 
ganz beliebiger Exponent ist. Dann läßt sich zeigen, wenn 
auch die Ezistenz und Eindeutigkeit der ZnXuXs voraus- 
fresetzt wird, daß die Identität (16) eine Folge von (17) ist. 
Durch partielle Differentiation von (17) nach t ergiht sich 

(Dififr. § 3), da -^ = a; usw: 

also im besondern fOr t = l die Identität (16). 

Man setze jetzt voraus, daß sich die Gleichung einer 
Kurve in die homogene Form m*" Dimension xi^i ^i ^) == 
setzen lasse, wo x(*> y» 2I für ^ = 1 wieder in die früher zu- 
grunde gelegte Form ;;(x, ^) (7) übergehe. Dann lautet die 
Gleichung der Tangente gemäß (VI): 

(VI) (i-x)xt+(v-y)x2^Szi+vx^-i^xi+ni)''f>- 

Zufolge (16) ist aber, da für jeden Kurvenpunkt 

x(a;,y,«)-0: 

(19) ^xi+yx2 — n»' 

so daß (VI) die Gestalt erhält: 

(20) SXi + VXi+ns = 0, 

wo hinterher wieder 2 = 1 zu setzen ist. Daher läßt sich 
statt (20) auch schreiben: 

(200 fZi + '?Z» + :Zi. = 0, 

wo man sich sowohl C als i^ in r, = -^ , y, = -^ , y. = -^ 

gleich der Einheit zu denken hat; die Gleichung (20') ist 
sowohl hinsichtlich der x,y,z, wie der |, jj,C homogen, in 
ersteren vom (m — 1)"" Grade, in letzteren vom ersten Grade. 
Es gilt also der Satz: 

B. j^jäßt sich die Gleichung einer ebenen 

Kurve in homogene Gestalt xi"^» ?> ^s) ™ 

setzen, so ist 

(IX) ex,+iic,+ex,-« 

die Gleichung der Tangente im Punkte (;r,y,2)." 
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liegt im besondereD eiiie ganze homogene Funktion 
x(x, y, 0) «*" Grades vor, so nennt man die Kurve ^ = eine 
algebraische Kurve n*" Ordnung. Ist umgekehrt die 
Gleichung ;f = zunächst in der Form xi^it/) — ^ g^^ben, 
und bedeutet n die höchste Sunune der Exponenten von x 
und y, die in einem Gliede von x vorkommt, so wird die 
Gleichung in die homt^ne Form gebracht, indem man x, y 

ersetzt durch — , — und sodann mit der n*™ Potenz von e 

S B 

multipliziert. Man nennt dann x,y,3*) die homogenen 
Koordinaten eines Punktes. 

Die Gleichung (IX) m^ auf die Kegelschnitte an- 
gewandt werden. Sie allgemeine Gleichung eines Kegel- 
schnittes in recht- oder schiefwinkligen Koordinaten ist 
(s. diese Sammlung Bd. VJJJ, Absobn. 5): 

{21)x{x,y)=a,iX^+a,^yi+asg+'Za,txy+2a^gX-i-2a^gy^0, 

oder homogen: 

^ OiiX^ + a^jy^ + a^^s^ + 2ai2s:y + 2aigxs + 2a^gys = . 

IHe Gleichung der Tangente wird erhalten, wenn man 
die übersichtlichen Bildungen (wo o,i = ati, i, k=l,2,3): 

(22) i9',= öi,« + o„i/ + ai8«, _ iVi^-^i^ + ^itf + ^s^t 

in (IX) substituiert, oder nach den Koeffizienten geordnet: 

(23) o^iXi + a^^yri + asieC + aiÄ^V + ^y) 

-f-aia(a;C + «f) + a,3(j,C + «,) = 0. 

Offenbar bleibt diese Gleichung ungeändert, wenn man 
die x,y,e mit den i,rj,C resp. vertauscht. 

Im besonderen erhält mau fßr die Mittelpunktsgleiehung 
der Ellipse und Hyperbel: 

(2« ^±€-1 



*) Hierbei kSnnen x, y, z allgemein drei Größen sein, deren 
VerMltnisae die Lage eines Punktes in der Ebene eindeutig be- 
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die Gleichung der Tangente in der Form: 

and für die Scheitelgleichung der Parabel: 

(26) y* = 2px, 

(27) yn='Pi^ + ^)' 

endlich für die gemeinsame Scheitelgleichung der Kegel- 
schnitte (s. Dlffr, § 4, S. 42): 

(28) y* = 2px + gxi: 

(29) yv=p{^ + ^) + 9^^- 

Über Tangentenkonstruktionen für einige Kurven s^ 
§§ 16. 17. 

Zum Schlüsse werde noch der Ausnahmefall ins Auge 
gefaßt, wenn die Gleichung (V) resp. (VI) der Tangente 
versagt, weil 9/ und y' für einen Wert t resp. xi und j;, 
für ein Wertepaar x, y gleichzeitig verschwinden, so daß ^ 
zunächst unbestimmt wird. 

Man gehe zunächst von der Kurvengleichung (7) xi^>if) 
^0 aus und nehme an, daß die Funktion x für ein Werte- 
paar x + Jx, y + ^y nach dem Cauchyschen Mittelwertsatz 
(Diffr. § 21) entwickelbar sei: 

(30) z(a: + Ja;,ff-|-^J/) 

= Z{^,J') + ^^Zi(^ + *i^^.!/ + *?a^|/) 
•^Ayxi{x-^^^Ax,y + ^,Ay) 

= z{3'.«') + ^^Zi(a'#..y<s) + ^yZa(a^*.-«/*,) 
(0<tfi<l,0<)?,<l). 

Nach Voraussetzung sei, wie zu Anfang dieses §, so- 
wohl P{x,y), wie Q(x-\-Ax,y-\-Ay) ein Punkt der Kurve, 
mithin x{x,y) = 0, x^^-^Ax,y-\-äy) = (i. Dann bestimmt 
sich die Sekante PQ durch; 

(31) Axxi{x«t,y«,)-\- Ayxi(x^,y6,) = . 

Die Gleichung (31) läßt sich leicht in die übliche Form 
der Gleichung einer Geraden bringen. Ist 77'(£, t}) ein 
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ein beliebiger Punkt der Sekante, bedeuten femer s,r die 
Strecken FQ, PH, bo ist nach dem ÄhnlidikeiteeatiEe der 
Flaninietrie: 

(32) Ji-^d-^, Jy-^i^-s), 

BO daß, nach Weglassnng des Paktors -*), (31) überseht 
in die Form: 

(33) (S-x)xA^^,y^^) + (v~y)Xi(^*.>!f*0 = ^' 
die mit (IIa) sachlich Qbereinstimmt. 

Für lim^a: — resultiert wiederum die Greozlage der 



(VI) {i-x)xi{^.y) + iv-y)xA'>^,J/) = 0- 

Wenn nun aber Xii^'V) """^ Xii^>y) gleichzeitig ver- 
Gchwinden, muß man die einmal erweiterte Mittelwertsformel 
für zwei Variable zu Grunde legen (Difü*. § 2l). Dann 
tritt an die Stelle von (30): 

(3{y) x(^.+ '^^' 9 + ^y)~xi^> y)+ ^^xii^>y)+ '^y Xii^>t/) 

**> Xw Xis> Zä3 ^ß zweiten partiellen Ableitungen ^-^, 

öxoy' öy^ 

Für den voili^enden Fall verschwinden in (SO^ 
Xix-\-Ax,y-^Ay), xi^.y), Xii^^P), Xi(x>y)i mithin reduziert 
sich (3(y) vermöge (32) auf: 

(33-) (f-»)»zuC«*..y.»,)+2(i-a')(ij-y)zi2(^*,.y*J 

+ {»? - ?)* Zs! (««h ' y*J = ■ 
Diese Gleichung l5ßt sich als eine quadratische in der 



verschiedene Werte aunehmen wird. Mit anderen Worten, es 
ist jetzt möglich, von P aus auf zwei verschiedenen Wegen 

•) Der Faktor — kann, auch im Qrenzfall lim4a;=0, eben- 
sowenig verschwinden, wie bei (I), (11) der Faktor Aa; resp. J( 
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IfingB der Kurve zu je emem benachbartai Punkt 
{x + /ix,y-\-Ap) zu gelaDgeo, d. h. in P durchsetsen eich 
zwei Kurven-Züge (Äste, Zweige) (a. Fig. 14a). Man nennt 
dann P einen reellen*) Doppelpunkt der Kurve (?) und 
zwar eine eigentlichen, oder aber uneigentlichen 
(isolierten) {a. Fig. 14b), je nachdem die beiden Wurzeln 
der quadratiBchen Gleichung (33') reell sind oder nicht. 




Die Kurve muß dann auch in P zwei verschiedene 
Tangenten besitzen. In der Tat geht (330 ^ limJa; = 
über in: 

(X)(f-a;)^Zii(*>l')+2(l-a:)(ij-»)z„(a;,y)+(ij-|,)'z«(*,J/)=0. 
Liegt aber eine quadratieche Gleichung in der homo- 
genen Form vor: 

(34) ;«a + 2V^ + /*»c = 0, 

und sind ihre Wurzeln —=«,,«,, bo läßt sich (s. diese 

Sammlung Bd. XIV", § 21) die linke Seite in zwei lineare 
Faktoren zerlegen : 

(35) X^a + 2Xf*b + ft*c = a{l — ocifi) (A — «,/*) . 
Bezeichnet man daher gleichfalls mit a^ , 04 , die beiden, der 

Gleichung (X) genügenden Werte von /= |— ?•*)_ 90 nimmt 
(X) die Gestalt an: 

(XO Z«(^.»)[('?~y)-«i(^-^)][('?-y)-«,(f-a;)] = 0. 

•) Auf nicht reelle Doppelpunkte u. a. soll hier nicht ein- 
gegangen werden, 

") Diese beiden Werte «, , *, für y': "' = ~^" ^'^" ~ J^» J^m 
*» X t 
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.,^0 lange also Xiti'^ti/) von Null verschieden ist, 
sind die Gleichungen der beiden Tangenten des 
Doppelpunktes F{x,y) der Kurve (7) x(^>y)~^- 

(X") r,-y-<x^{^-x)^0, f3-y-cct{i-x) = 0. 

Der Doppelpunkt ist ein eigentlicher, oder 
aber ein isolierter, je nachdem die Diskriminante 
xli — XiiXti vn (X) positiv oder negativ ausf&Ut 
I«t im Besonderen Xiii'''iy)='^) 8" reduziert eich (X) 
von selbst auf die beiden reellen Tangenten- 
gleichungen: 

(X"0 $-x~0, 2(,]-y)xni^,t/) + (^-ic)xni^,y)-0- 

Ist endlich auch noch Zii{^>y) = 0, aber Xiii^ttf)'^^» 
so reduzieren sich die Gleichungen (X'") auf: 

(X"") S-x = 0, ^-y = 0« 

Bisher war stillschweigend angenommen, daß die beiden 
Wurzeb ctj , a, von (X) verschieden sind. Ein weiterer 
ÄuenabtnefaLL tritt ein, wenn «, und a^ zusammenrücken. 
Die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür ist 
(Diffr. § 7, 8. 67) das Verschwinden der Diskriminante 
vou(X): 

(XI) xii(.^>y)Zi3(^fy)~sdiix,y)=^- 

Dann besitzt zwar die Gleichung (33'} immer noch zwei 
verschiedene Wurzeln, d, h. man kann sich immer noch 
von P aus auf zwei verschiedenen Zügen (Zweigen) 
der Kurve entfernen, beide Züge besitzen aber in 
P die nämliche Tangente: 

(xio v~9-Mi-^)=o, u — ^=-^. 

^ Xti Xit' 

Der Punkt P ist dann ein Rückkehrpunkt (oder eine 

wQrde man auch erhalten haben bei Anwendung der Regel 
(Kffr. § 17) auf den Unbeetinuntheitswert y'= —=^ , Der wahre 

\ .-X-t/j , 
Wert Ton w* bestimmt sieh alsdann aus — y'= . "i d. i, 

Zii + y'z« 
aber auB der Qleichung (X). 
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Spitze) der Kurve (s. Fig. 14c); die Sclileife in Fig. 14a 
hat sich in einen Punkt zusammengezogen. 

Eine abermalige Komplikation findet statt, wenn auch 
die Gleichung (X) identisch erfüllt wird, indem zi^leicb: 

(36) zii(^.y)=o. zi,{a^,y)=o, zs«(^.y)=o- 

Man wird dann auf die abermalige Erweiterung des 
Mittelwerteatzee rekurrieren; das Aggregat der Glieder 
3. Ordnung gibt durch sein Verschwinden drei verschiedene 
Fortschreitungsrichtungen auf der Kurve, d. h, P wird ein 
dreifacher Funkt der Kurve, dessen drei Tangenten für 
limJx = resultieren. Im besondem können dann wieder zwei 
dieser Tangenten oder auch alle drei zusammenfallen, usf. 

Derartige Punkte P der Kurve, vom Doppelpunkt an- 
gefallen, heißen allgemein „vielfache" oder „singulare" 
Punkte der Kurve. 

Auf Grund der neu gewonnenen Kenntnisse bietet nun- 
mehr die Übertragung auf die Parameterform (2) der 
Kurvengleichung : 

(2) x^q>(Si, y^vW 

keine Schwierigkeit 

Ein Doppelpunkt {x, y) kann nur auftreten, wenn für 
zwei verschiedene Werte /, t^ des Parameters 

(37) x^,p(t) = <p(t,), y^y,({) = y:(t,) 

wird; die beiden Tangenten des Doppelpunktes gehen aus 
(V) hervor, wenn man daselbst den Parameterwert t resp. ^ 
einsetzt. 

Der Doppelpunkt wird dann und nur dann zur Spitze, 
wenn die beiden Tangenten zusammenrücken, wenn also 
lim ((( —f) — 0. Dann aber verschwinden zugleich (wiederum 
auf Grund des Mittelwertsatzes) (p'{f),y/'(f): 

(38) 9/(*) = 0, v''W = 0. 

Erst jetzt versagt die Tangentengleichung (V), 
Indessen bestimmt sich der wahre Wert von ^—^tt^ g6- 

. ö).K ... 

zugleich verschwinden. 



maß Diffr. § 17 sofort zu ^-^J*), und die Gleichung der 
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Spitzentangente lautet: 

(39) {^-y)ni)-{i-x)^"{()=o. 

Ein dreifacher Punkt (3:, y) tritt auf, wenn für drei 
verschiedene Werte t, ^, ^ 

(40) ?>(0 = 9'ft) = ?'(^)> V(0 = v('i) = v(^) usf-*) 
Einige einfache Beispiele mögen folgen: 

A. Lemniskate (§ 7, IX): 

(41) xi^> y) = (»■* + eT — i^'e' — c* = , r» = ar» + »* • 
Hier wird: 

(42)/ ix»=*(*'*-*')' iZ»=(*-Hc^)ff; 

Es werden die reellen Doppelpunkte geBUcht. Wegen 
;fg = ist dann y = 0, und Xi=Q führt zu a: = 0, oder 
aber zu « = + 6. 

Im ersten Falle, y^ü, 3; = verschwindet x ^^^"^ 
und nur dann, wenn c* = e*, d. i. aber die spezielle 
Lemniskate (§ 7, 1. c.). Die Tangenten des Doppelpunktes 
(0,0) werden geliefert durch ; 

(43) x^-y^ = 0~(x-y){x + y), 

sind also die aufeinander senkrechten Halbierungslinien der 
KoordinatenwinkeL Die Diskriminante ^la ~ XiiXa ist 
16c*, also positiv, wie es sein muß. 

Im zweiten Falle, y = , j;* = e' , kann ^ i^ur für c = 
verschwinden, man erhält also nur eine uneigentliche Lemnis- 



*) Sollen hier wieder zwei Tangenten zusammenrücken, 
lim((,— ()=0, tJptj, 60 tritt an die Stelle Ton (40): <p(t)^<p(tj), 
v(') = v(ts); ?^(0=0, y/(t)=0; und sollen aUe drei Tangenten 
zusaiomenrücken : ^/((j^O, y'(t)^0; <p"{l)^=0, v/'(()^0. Hierbei 
weisen die beiden Kurvendaretellungon (2), (7) einen Unterschied 
auf. Die Gleichungen z(a', y) = 0, Z,(^,y) = 0, Zi(^.y) = in- 
volvieren im allgemeinen je eine Bedingung für das Auftreten 
je eines Doppelpunktes, dagegen die Gleiahungen <p(t) = 'p(t,), 
v(0 = v{'i.) im allgemeinen keine Bedingung. Ilnteprechendes 
gilt fOx die höheren Singularitäten. 
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kste, die iu die beiden doppelt zählenden Brennpunkte 
(y = , x = + e) ausgeartet ist 

Iq der Tat nimmt xi^it/) ^' c = die Form an: 



(44) 



X = [ia:-e)' + s']l{x + e)' + !/']-0, 



SO daß die Brennpunkte als isolierte Doppelpunkte er- 
scheinen. Die Diskriminante Xu~XnX%i i^* jetet — 64c*, 
also negativ, wie es sein muß. 

B. NeiUcke Parabel (s. auch 
§ 21 (A)): 



Die Kurve besitzt im Anfange 
Spitze mit der rc-Achse als Spiüien- 
tangente (s. Flg. 15), 




y = a(l- 

äy 

-;— = asm( 

dip ^ 



Doppelpunkte mit getrennten Tangenten können er- 

aichtlich nicht auftreten; -5— und -^ verschwinden zugleich 

nur für cos?i = l,8in9)='0, d.h. für <p^0, +2n, +4jr, usw.; 

«*— -i— ^:-i— ;"=cotca> wird dann stets =00, d. h. die Kurve 
" dip^ dip^ ^^ ' 

besitzt in allen Endpunkten ihrer Vollbögen Spitzen mit 
zur Achse senkrechten Tangenten. 

Die entsprechende Erscheinung tritt bei der Epi- 
zykloide au£ 

D„. Evolute der Ellipse (s. § 21, (Bi)): 
(47) a)=pcoa^(p, t/=^q^^<p. 
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(48) 



§ 16. Tangente und Normale einer Kurve. 



iqsia^q>co»(p 




Die ersten Ableitungen: 

verschwinden gleichzeitig 
nur für die vier, zu ver- 
schiedenen Eurvenpunkten 
führenden Werte y = , 
n 3ji 

2' "' T- 

Diesen entsprechen 
zwei Spitzen (y=0, x=-^p) 
mit der x-Achse, und z\rei 
solche {x=G, y = + 2) mit der j-Achse als Tangente 
(8. Fig. 16«). 

D^. Evolute der Hyperbel (s. § 21, (B,)): 

Die ersten Ableitungen: 

(50) isi^z^:^, l'-sg'Jplff 

a<p C08*9J aq> Cüa*<p 

verschwinden gleichzeitig für tp = Q, n; diesen ent- 
sprechen die beiden Spitzen (^ = 0, a: = +^) mit der a;- Achse 
als Tangente (s. Fig. 16^. 



E, Kanonische Darstellung eines beliebigen (reellen) 
singulären Punktes. 

Es liege eine algebraische Kurve von einer genügend 
hoben Ordnung n vor: 

(51) x(*.y)^<»o + (Ol« + ^?)+ 2"('*2^' + 2^s^^ + '^?*) 

Dj:...j.i Google 
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eo hat man sukzessive: 

{b2)\ 3:(0-0) = '%, a:i(0,0) = a„ z.{0,0) = 6i; 

izu(0,0) = a„ z..(0-0) = 6,. a:„{0,0) = <^; usw. 

Soll also die Knrve im Äu&oge 0(0,0) einen /<(<»)- 
fachen Fmikt besitzen, bo ist das dann nnd nur dann der 
FaU, wenn in (51) die Formen 0", 1", 2",. ..(/* — 1)* Ord- 
nung identisch verechwinden; das Aggregat fi" Oidnong ei^ 
gibt dann durch sein Verschwinden die Tangenten des 
/«-fachen Punktes. Sind umgekehrt diese Tangenten vor- 
g^eben: 

(53) ff-a,a;-0, y-a,« = 0, ..., y — «^ä — 0, 
so ist 

(54) = z{x,y} = (if — ci,x)(t/-ei,x)...(s-'»,,3:) 

plus Gliedern höherer Ordnung 
eine Kurve mit /t-fachem Punkte 0, dessen Tangenten die 
Geraden (53) sind. Hier können die x auch bdiebig zu- 
sammenrücken. 



§ 16. LXngen der Normale und Tangente, Sabnormale 

DDd Snbtaogente einer ebenen Kurve nebst darauf 

bezüglichen Differentialgleicbungen. 

Die Fundamentalfonnel (VH) des § 15 für den Winkel t 
der positiven Tangente mit der positiven Äbszissenachse: 

(1) tg.-y', 

läßt sich noch in andere Gestalten kleiden. Tangente und 
Normale eines Kurvenpunktes P(x,p) begrenzen mit der 
jt- Achse ein rechtwinkliges Dreieck; die Längen t, n der 
beiden Katheten beißen selbst „Tangente" und „Normale" 
de:i Punktes P (bezüglich der ^Acbse). Die Ordinat« y ist 
die Höhe des Dreiecks, sie zerl^;t die Hypotenuse in swei 
Stücke, S(,5„, die rechtwinkligen Projektionen von „Tangente" 
und „Normale" auf die ai-Achae, die man „Subtangente" 
und „Snbnormale" nennt. Die Trigonometrie liefert die 
Beziehungen: 

(2) s„ = ^ tgt , 3t = y cotgT , n = y cosr , ^ = y sinr , 
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1 



also, mit Rücksicht auf(l), da(§ 15,(VIIa)) 



(b) st=^.> (c) "=»yl+y'^ 



Würde man die vier in Rede stehenden I^ogen auf die 
^-Ächse beziehen, so hätte man in (I) nur überall y mit x, 

also ^ mit sl=—yZ'o, vertauschen; wir begnügen uns mit 

der enteprechenden Fonnel für die Normale. Bezeichnet man 
die .JJormalen" bez. der x-, resp, y-Achse jetzt genauer 
mit »2, n,, so hat man: 

(3) 

Die Formeln (I) lassen sich auf Parallelkoordinaten aus- 
dehnen. Sind jetzt Tj, T^ die Winkel, die die positive Tan- 
gente mit der positiven oo- resp. ^-Achse bildet, so ist gemäß 

§ 15, (vno; 

(4) y-^. 

^ ' smr, 

Tangente und Normale des Punktes P(x, y) (bezüglich 
der a>-A<Sse) begrenzen mit der a^-Achse ein schiefwinkliges 
Dreieck, das durch die' Transversale y in zwei Teüdreiecke 
zerlegt wird, deren Girundlinien „Subtangente" und „Sub- 
normale" des Punktes P (bezüglich der :c-Aohee) sind. Diese 
vier längen berechnen sich dann mittels des Sinussatzes der 
Trigonometrie, Wir begnügen uns mit der Aufstellung der 
Subtangente 8|, man hat: 

y BiuT^ 

also gemäß (4): 

(IbO .,-^, 

W. Fr. Ueyer, Integralreohimiig. 
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d. b., nach (Ib), der Ausdruck fOr die Subtaogente ist der- 
selbe, wie bei rechtwinkligen Koordinaten. 

Für viele Anwendungen genügt die Betrachtui^ des 
absoluten Wertes der vier in Bede stehenden Längen; wo 
aber das Vorzeichen zu berQcksicbtigen ist, wird man ihnen 
das Vorzeichen der rechten Seiten von (I) reep. (Ib^ hei- 
lten (wo die Quadratwurzel Vl+y^' 



i,t). 

Aaf Grund des Fnndamentalsatzes (I) des § 1 sollen 
jetzt einige einfache Differentialgleichungen behandät werden, 
EU denen die Formeln (1), (I), (3), (Ib') Veranlassung geben. 
Aus der Formel (1) folgt zunächst der allgemeine Satz: 

H. „Jedes Gesetz zwischen Lage eines 
Eurvenpunktes und Richtung seiner Tan- 
gente führt zu einer DiffereotialgleichuDg 
1. Ordnung: 

und umgekehrt" 

Aulgabsn. 
A. Für welche Kurven ist die Bnbnormale von kon- 
stanter lÄnge j)? 

Gemäß (la) lautet die Forderung bei positivem p*): 

(6) t/tf-P, 
oder 

(7) M'-Pi»*)'- 

Mithin ist die allgemeine Lösnng von (6): 
( A) y^ = 2px + e = 2p{x — Xa) , 

wo e, resp. a^ die willkürliche Konstante bedeutet 

Die Gleichung (Ä) st«llt eine Schar kongruenter Parabeln 
mit festem Parameter p dar, die aus einer ersten, y^ ^ 2px 
durch Parallel Verschiebung längs der gemeinsamen Achse (der 
a>-Ach8e) hervoi^hen. 



*) Bei negativem p geht die entsprechende LOsung aus (A) 
hervor durch Vertauschung von x mit — x, d. i. durch Spiegelung 
■ier ParabelBohar (Ä) gegen die y-Aohse. 
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Aus dieser Eigenschaft der Subnormale folgt uDinittelbar 
eine einfache Konstruktion der Parabeltangente (s. diese 
Sammlung Bd. Vm, § 38). 

Die Aufgabe (A) erweitert sich zu: 

B. Für welche Kurven ist die Subnormale eine ganze 
lineare Funktion der Abszisse? 

Man hat jetzt Sn=p + QX, oder: 



wo es genfigt, p positiv anzunehmen*). 

Man emält unmittelbar als allgemeine Lösung: 

(B) y* = 2px+gx^ + c 

mit der willkürlichen Konstanten c. Der in (A) erledigte 
Fall q = werde jetzt ausgeschlossen. Die Fälle eines 
positiven und negativen q sind zu trennen. 

Bix. Fall eines positiven q. 

Man gestalte (B) um, wie folgt (cf. § 13, E): 

(9) y' = ^lq^x' + 2pqx + cg) = ^[{SX+p)^ + {cg-p^)] 

= q(x + ^J+y, 

wo y eine neue willkürliche Konstante ( = c — — j bezeichnet. 
Setzt man: 

(10) f-«+f. 

d. h. verschiebt man den Anfangspunkt um die Strecke — — 
auf der aj^Achse, so geht (9) über in: ^ 

(") y^ = qP + Y oder ^^p + ^ = l. 

Das ist die Mittelpunktsgleichung einer Hyperbel; bei 
positivem y ist die p-Achse, bei negativem y die ar-Achse 

*) Für negatives p gilt das Entsprechende wie bei Aufgabe A. 
12* 
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Hauptachse. Es geofigt, den zweiten Fall zu betrachten. 

V b^ 

(12) a* -i-, b^^-y, -!l. = 2 = e>_l, 

wo £ die numerische Exzentrizität ist Somit gilt: 

(Bcx) „Die Gleichung (B) stellt, bei posi- 
tivem q, und negativem oder positivem y, 
eine Schar von ähnlichen und Sbulicb ge- 
legenen Hyperbeln dar, deren Mittelpunkt 

die Abszisse — — besitzt, und deren Asym- 

« a> b ^ 

ptotenwinkel o> durch tg-^ = ~=yq bestimmt 
ist" ^ * 

B^. Fall eines negativen q. 

Schreibt man —q statt q, sodaS q wieder positiv ist, 
so nimmt (9) die Form an: 



(90 


J,' = -9U-f +!-, 


oder iur 


(loo (-"--■■ 


(HO ^J' + t'-l. 


Soll die Kurve reell sein, bo ist }• positiv zu nelimeii. 
Der Vergleich mit 


i; + |! = l, resp. |! + 5 = 1 (»>.) 


zeigte daß: 


(121 





t wiederum die numerische Exzentrizität ist. 

{Bß) „Die Gleichung (11') stellt eine Schar 
von ähnlichen und ähnlich gelegenen Ellipsen 
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dar, mit dem Mittelpunkt x=^ — und der nume- 

riechen Exzentrizität E=yi — 9re8p.c=1/ 1 . 

Je aachdem 2<1, resp. >1, ist die a;- Achse, 
reap. die y-Aehse die Hauptachee." 
Die in den Aufgaben (A) nnd (B) untersuehte Sub- 
nor maleneigen Schaft der Kegelschnitte führt zu einer ge- 
meinsamen TangentenkonBtmktion. Man deute si, als eine 
Hilfskoordinate ti, die i^-Achse falle mit der p-Ächse zu- 
sammen. Dann stellt für die gemeinsame Scheitelgleicbung 
der Kegelschnitte: 

(13) y'=2j)a; j^ga;* {g positiv inkl. 0), 
da yy'=j' + 3iB = s«, die Gleichung 

(14) n=p±qx 

eine feste Gerade g Aai; für irgend einen Punkt 'P[x,y) des 
Kegelschnittes (13) ergibt sich die Subnormale a^ als das 
Stück der Ordinate y von der aJ-Achse bis zum Schnitt 
mit g\ dieses Stück hat man (nach der durch das Vorzeichen 
von yif^=s,^ bestimmten Richtung) vom Pußponkte x der 
Ordinate y auf der a;-Achse abzutragen, und den Endpunkt 
mit P zu verbinden, um die Normale von P zu erhalten. 
Die Gerade g geht einmal durch den Punkt ^=^0, 

i. e. x='+ — , also nadi Obigem durch den Mittelpunkt 

des K^elschnittßs (der im Fall der Parabel unendlich weit 
ist, so daß die Gerade g, i. e. >; =p parallel «ur iC-Acbse, 
der Parabelachse lauft), andererseits durch den Punkt x=Qy 

n=p- 

Andererseite läßt sich die Gerade g bei Ellipse und 
Hyperbel auch als die Gerade durch den Mittelpunkt charak- 
tensieren, deren Winkel a mit der j:- Achse (der Hauptachse 
des K^lscbnittes) bestimmt ist durch: 

(16) tg«-±a-±|J-.'-i, 

deren RichtuDg also allein von der Ebczentrizität e abhängt 



D,._.j.,Goo^^lc 



182 B IG- Lingen der Normale und Tangente usw. 

C. Für welche Kurven wird die auf irgend eine ge- 
gebene Achse g bezogene Subtangente durch einen festen 
Punkt auf der Achse halbiert? 

Wählt man die Achse g als j:- Achse, den festen Punkt 
als Anfangspunkt 0, so lautet die Forderoog g&a&ß (Ib): 

(16) *-2^, 

oder = — , oder auch: 

(17) m~M, 

mitbin wird die allgemeine Lösung von (16): 

(C) y'=2px, 

wo p die willkürliche Konstaute darstellt. 

(C) „Die Gleichung (C) repräsentiert eine 

Schar von Parabeln mit fester Achse g und 

festem Scheitelpunkt 0." 
Die hieraus folgende Tangentenkonstxuktion ist unmittel- 
bar ersichtlich. Da die Formel (Ib) gemäS (Ib') auch für 
schiefwinklige Koordinaten gilt, so stellt die Gleichung (C) 
dann allgemeiner eine Schar von Parabeln durch den festen 
Punkt mit vorgegebener Tangente (der y-Achse) und mit 
festem Durchmesser g (der :i;-'Ächse) dar. 

D. Für welche Kurven wird das Stück der Tangente 
zwischen zwei festen Achsen im Berührungspunkte halbiert? 

Der Ähnlichkeitssatz der Planimetrie (s. diese Sammlnng 
Bd. n, § 44) lehrt, daß, wenn mau die beiden Achsen zu 
(im allgemeinen schiefwinkhgeo) Koordinatenachsen wählt, 
die Subtangente entgegengesetzt gleich der Abszisse ist, also 
nach (IbO: 

(18) ^ = -3;, oder ^ = -~. 

Die Integration liefert unmittelbar: ly = l — , oder: 

(D) xy = e, 

d. L eine Schar von Hyperbeln, die die beiden gegebenen 
Achsen zu Asymptoten besitzen. 
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Würde man dagegen verlaagen, da£ die Subtangeote 
gleich und gleicbgerichiet mit der Abszisse sei: 

(IS-) ^ = «, oder ^ = — , 

so würde die Kurvenschar: 

(19) y=.cx 

resultieren, d. i. der ^ÜBchel" von Geraden durch den An- 
fangspunkt. In der Tat ist die Gerade in jedem ihrer 
Punkte ihre eigene Tangente. Die Au^ben (C), (D) ordnen 
sich der allgemeineren unter; 

E. Die Subtangente einer Kurve soll proportional der 
Abszisse sein: 

(20) f--"**' 

WO einem positiven t» gleiche, einem negativen m entgegen- 
gesetzte Richtung von Subtangente und Abszisse entspricht. 

Aus — = — ■— oder (iy)'=(?a:'") ei^bt sich die Lösung: 

(E) y^cx'^, 

d. i. eine Schar höherer Parabeln (§ 14, B), sowohl für 
rechtwinklige, wie für schiefwinklige Koordinaten. 

Die Aufgabe (D) läßt sich noch in anderer Richtung 
verallgemeinem : 

P, Gegeben sei ein Kegelschnitt K; gesucht wird die 
Kurve, für die das Stück der Tangente zwischen den beiden 
Schnittpunkten mit K im Berührungspunkte halbiert wird. 

Man lege die Scheitelgleichung der Kegelschnitte (§ 13, E) 
zugrunde; 

(21) ^' = 2i)f + 3l». 

Die Gleichung der gesuchten Kurve sei: 

(22) y-f¥), 

also die ihrer Tangente im Pnnkte {^,y)'. 

(23) ^-y-y'd-a;). 
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Die SabslitatioD von n ans (23) in (21) liefert die qua- 
dratische Gleichong för die beiden Absaseea ii, f, der 
Schmt^)mikte der Tangente (23) mit (21): 

(24) y* + 2yy'[i-x) + y'^i-xy^2pi£_gS*, 
oder nach | geordnet: 

(25) f*(+j-y'*) + 2f[p-y'(y-y'3T)]-(y-y'«)' = 0. 
Daher vird die halbe Summe ihrer Wurzeln £^, , {^ (s. 

diese Sammlung Bd. I, § 27): 

(26) -2-= ±S-J^' • 

Diese Gr5 fle ist die ÄbsziBse des Mittelpunktee (b. diese 
Sammlung Bd. Vlil, % 4) des in Rede stehenden Tangenten- 
stnckes; da sie mit der Abszisse x des Berührungspunkte 
übereinstimmen soll, hat man: 

(27) x(±q-^i)-g'(if~y'x)+p = 0, 
oder: 

(28) yy'-±ja:+P, 
und integriert: 

(F) if' = 2px±gx* + c. 

Das ist aber gerade die in der Aufgabe (B) untersuchte 
Schar mit K ähnlicher und ähnlich geWener Eegelschnitte. 
Für p — 0{t]^ = + q£^ ergibt eich der Spezialfall der Auf- 
gabe D. 

Gr. Für welche Kurven ist die Subtangente konstant? 

Aus: 

(29) ^-a 

etffbt sich ohne weiteres: lif = —{x — Xo) oder: 

(G) y=e^, 

d. i. eiiie Schar logarithmischer Kurven. 

H. Für eine Kurve soll das Verhältois der beiden Nor- 
malen, gerechnet bis zu zwei aufeinander senkrechten Achsen, 
konstant, ^x sein. 
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Gem£ß (3) hat man: 
(30) ^^^„>c, oder 2yy'^2xx. 

Es kommt sofort: 
(H) g* = xx* + c, 

d. i die in (B) nnd (P) untersuchte Schar ähnlicher nnd 
ähnlich gelegener El- 
lipsen resp, Hyperbeln 
(hier mit den Koordi- ■ 
natenachBen als festen 
Achsen und gegebener 
numerischer Eszen- 
trizität). In der Tat 
geht (30) aus (B) für 
P = hervor. 

AuB (30) 
eine einfache Tangen- 
t«nkonstniktion für 
I^pae und Hyperbel. 

Man verbinde einen Kurvenpunkt P mit dem Mittelpunkte 
und bestimme (s. diese Sammlung Bd. II, § 44) auf dieser 
Geraden einen Funkt 
A, Bo daß PO: PA 
= «:l(8.Fig.l7a,b). 
Durch A lege man 
eine Parallele zur 
Hauptachse, die die 
Nebeoachee in ^treffe. 
Die Gerade PB ist 
dann die Normale. 
Sind PO und PA 
gleichgerichtet, so hat 
man den Fall der El- 
lipse, andernfalls den 
der Hyperbel Die 
beiden Achsen können 
auch ihre Bedeutung vertauschen, nur ist dann nach (30) und 

(Bß) X durch — zu ersetzen. 
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J. Welche Knrven besitzen eine Normale von konstanter 
Länge a in bezug auf eine gegebene Ächee? 

Nimmt man die Ächee als a:-Äch8e, so liefert (Ic) die 
Gleichung: 



(31) 




»-Wi+y 


= o. 




Quadriert 


man und löst nach 


dx 
dy 


(32) 




i« y 




dy ysi= 


¥' 


niid 


integriert, 


^-:^— y».-,. 


, oder: 


m 




(a:-ai)' + j'. 


-a'. 



Das ist, wie zu erwarten war, die Schar von Kreisen 
mit festem Radina a «nd beliebiger Lage des Mittelpunktes 
auf der Achse. 

K. Die Kurven konstanter Tangentenlänge a (in bezug 
auf eine gegebene Achse) zu suchen. 

Gemäß (Id) lant«t die Forderung: 

,33) »JI+Sl^,. 

Quadriert man wieder, und löst nach -=— = — auf, so 
dy y' ' 
ei^bt sich: 



(3^) ^ = ^^^. '~^.=l^-^dy. 



dx^ 
dy 



Man führe verm^ 
(3ö) » 

eine neue Variable fp ein 



/v'a=— y* , fca%^m C dtp f. 

y " J sia<p ^ jBmtp J ^ ^ 



(36) 

- + O COSfl) . 
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In dem verbleibenden Integrale führe man, wie in (§ 7, (35)), 
den halben Winkel y = ^ als neue Veränderliehe ein: 

(S7) J^-J^^ r dnV + cosy 

J siny J sm^cosv J smycosy 

J C09V J sinyi ' 

= oZ flin^ — al eos v = altgy = «^ tg?^ ■ 

Somit fuhren (34), (36) zu der allgemeinen Lösung"'): 

(K) x — Xa =«co8^ + a?tg^, y = a8iii^, 

wodurch ä; und y als Funktionen eines Parameters f dar- 
gestellt sind. Will man 9? eliminieren, so hat man: 

„ „ 2»tg| 



l + tg'^ 



Das Vorzeichen der Quadratwurzel muß dasselbe t 
wie bei acoam, da: 



a + acosqi l + cosy 



*) Auf Grund der Darstellung (E) ISfit eich die Gestalt der 
Kurve leicht diskutieren. Sie besteht, für jeden Wert von x^, 
aus zwei zur a>Ächse ^mmetrischen Zügen, die die avAohse zur 
Asymptote haben; der Punkt x^Xg, y^:+a ist der hCchste resp. 
tiefete Punkt, und zwar je eine Spitze (§ 15 (38)) mit der gemein- 
samen Tangente a;=ar„, die die Kurve wiederum in zwei sym- 
metrische Hälften zerl^. Die Schar (E) ist ersichtlich die 
Orthogonalschar (§ 16, P^) der Kreise mit festem Badius a und 
variierendem Mittelpunkt x^x. auf der ;c- Achse (wenn man von 
der X-Achse, ab singul&rer Orthogonalkurve, absieht). 
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Somit läßt sich (K) auch in die explizite Gestalt bringen: 
: ■ ■ ■ ■ , .a+Vo' — u* 

r — ■r. ±= 1//1» — tiiJ-nl. —l i- . 



Man nennt diese Kurve, die in der FläcKentbeorie eine 
wichse Rolle spielt, die Traktrix. 

L. Die Tangente eines Kurvenpunktes P soll g'leich- 
geneigt sein gegen die Bicbtung einer festen Achee und 
gegen den Radiusvektor, der P mit einem festen Punkte F 
der Achse verbindet, 

Man wähle die Achse als avAchse, F als Anfangspunkt. 
Der Winkel q> zwischen Radiusvektor and positiver a;-Achse 
ist Außenwinkel resp. Innenwinkel eines gleichschenkligen 
Dreieckes mit dem Basiswinkel t, resp. — c, wo i der 
Winke! zwischen positiver Tangente undiT-Achse, also 9i = 2r, 
resp. 2t + ^, oder: 

(38, ^, = t^^2,^^=J^^,, 

SO daß die Differentialgleichung der gesuchten Kurve wird: 

(39) j^. + 2^j^-l_0, 

oder, nach t/ aufgelöst; 

(AO) a:+V^+ir' 

wo beide Vorzeichen der Quadratwurzel in Frage kommen. 
Schreibt man (40) in der Form: -^i^=l, oder: 

(41) (yar» + ff^)'=a/, 

so liefert die Int^ration, bei willkürlicher Konstaute p: 

(42) ^x^ + y^ = x+p, 
oder quadriert: 

(L) . y^ = 2px+p^~2p{x+^y 

Das ist eine Schar „konfokaler" Parabehi, nämlich mit 
fester Achse und festem Brennpunkt F. Die hiermit aus- 
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gedrückte Kigenscliaft der Parabeln ist die bekannte optische 
(8. diese Sammlung Bd. VIII, § 39). Wäre man umgekebrt 
von der konfokalen Parabelschar (L) au^egangen, so hätte 
die Differentiation geliefert: 

(«) y!f-p. 

mitbin durch Einsetzung dieses Wertes von p in (L), mit 
W^Iaesung der uneigentlichen Lösung ]f^=0: 

(39) y-i + a^y-i-o, 

d. i., wie es sein maß, unsere Differentialgleichung (39). 

Die Schar der Parabeln mit fester Achse und Direktrix 
besitzt eine, zu (L) analoge Gestalt, nämlich: 

(44) y^'=2px—p^. 

Verfährt man hier ebenso, irie eben mit (L), so tritt an 
Stelle von (39) die Differentialgleichung; 

(45) J,'.-2£j^+l=0, oder f-jf^.. 

Setzt man hier wiederum — = ig^, y'^^tgT, so kommt: 

(46) tg9>=^-^^=-2tgtcos»t = sin2T. 

Umgekehrt würde die Forderung (46) zur Schar (44) 
zurückfahren. 

Faßt man die über die Parabel in (A, C, L) erhaltenen 
Ergebnisse zusanmien, so ^t: 

„Denkt man sich bei einer Parabel die 
Achse fest, und außerdem gegeben entweder 
1. die Größe des Parameters p, oder 2. den 
Scheitelpunkt, oder 3. den Brennpunkt, oder 
4. die Direktrix, so erhält man vier Parabel- 
scharen mit den geometrischen Eigenschaften 
A., C, (38), (46), für die umgekehrt diese 
Eigenschaften charakteristisch sind." 

M. Für welche Kurven ist die Tangente gleichgeneigt 
gegen die beiden Kadienvektoren, die den Berührungspunkt 
mit zwei festen Punkten F^ F^ verbinden? 
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Man wähle die Gerade F^F^ ala o^-ÄcIise eines recht- 
winkligen Systems (in der Richtung von F^ nadi Fj positiv), 
den Mittelpunkt der Strecke FgFi = 2e zum Anfang. Man 
denke sich zuvörderst dmx;h ii^nd einen Punkt P(^, y) eine 
beliebige Gerade g gelegt, auf der Seite, der P angehört, 




Fig. ISa. 

nnter dem Winkel t gegen die positive iC-Achse, während 
sie mit PFg,FFi den Winkel «j reap. a^ bilde; endlich 
seien ipiifi die Innenwinkel des Dreieckes PF^Fi an den 
Ecken FjjF^. Dann ist für einen spitzen Winkel i, and 
wenn g im Außenwinkel des Dreiecks liegt (g. Fig. 18a): 



(47) r,- 

und, nach Addition; 



= t + <Pi> 



<Pi — <Pl = 2T + (<Xi~Cij). 




Flg. 18b. 

Im Falle eines stumpfen Winkels r (s. Fig. 18b) tritt 
in (47), (48) der Winkel i — si an Stelle von r. Liegt end- 
lich g im Innenwinkel des Dreiecks, so ist 2t durch 2i — n 
ga ersetzen. 
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Hieraus geht hervor, daß die Forderung ix, = ix, für die 
Tangente g einer Kurve dann und nur dann erfüllt ist, wenn: 
(49) q>t—<Pi =2t reep. 2z~2ji resp. =2z — n, 
wo 1gi='j/'*). 2^immt man auf beiden Seiten von (49) den 
Tangens, bo kommt (§ 2, (62)) in allen drei fällen: 




Andererseits ist aber: 



(61) tg?'.-^:^. tg»».- 



folglich durch Einsetzung in (50): 

(62) 

oder, nach t/' geordnet: 

(63) )■' + </ 



s. y 

■«'-*' 1-»' 



oder auch, wenn man e' auf die eine Seite der Gleichung 

bringt: 

(53-) _,,_(!'-»iO(» + !'y)..)_ 

*) Im. Falle eines stumpfen Winkels i der Tangente war in 
der Definition des g 15 statt dessen der negativ genommene spitze 
Nebenwinkel gewlüilt. Indessen hat für beide Winkel tg den< 
selben Wert. 

") Schreibt man die Gleichung (ÖSO in der Gestalt 
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als die DiSerendalgleicfanng der Äit%abe. E^ine direkte 
Int^iration würde aaf Scbwieri^eiten gtoBen. Man kommt 
aber auf einem Umwege, der sich Öfters als vorteilhaft er- 
weist, zmn Zide. Durch Differeotialion von (53') nadi x 
ergibt sich eine Differentialgleicfaiing 2. Ordnung, die « nicht 
mehr enthilt; diese moä d^er die Kurven der Angabe dar- 
stellen, wenn man in letzterer anch noch die Giröfie e variiert. 

Hat man diese umfassendere Kurvenechar gefonden, 
so bestünme man nachtrfiglich diejenige Teilschar von ihr, 
die einem gegebenen Werte von « zugehört. 

Die IHfferentiation von (53*) liefert: 

(540 s^(y - ^yO (1 + y'' + sy") - ^»"(^ + ysO] 
-y"(y-^yO(a'+y!0=0, 

oder, nach y" geordnet: 

- a:y2^'{i + y'*) + (1 + y'*)y'(y - j^sO = , 

oder, mit Abspaltung des Faktors \-\-^^: 

(66) -(!+»'■) [iW+»")-»j1-0. 

Der Faktor \,-\-^^ kann unterdrückt werden, da sein 
Versdiwinden keine reelle*) Lösung liefert, also verbleibt, 
daffy"+y'* = (ysO': 

(56) i^=i '^^' ihtf7={i^Y- 



— B*^(g( — x)(g«-^x), Bo erhellt, ihre geometrische Bedeutung: 
Sind T, N die Schnittpunkte -von Tangente und Normale mit dar 
X-Achse, so ist das Produkt der (entgegengesetzt gerichteten) 
Strecken OT, OS konstant, und zwar, absolut genommen, gleich e'. 
Dies deckt sich, gemSi (H), mit dem bekannten Satze (s. diese 
Sammlung Bd. Till, g 48), dag Tangente und Normale einer 
Ellipse resp. Hyperbel auf der Hauptachse eine Involution aus- 
schneiden, deren Doppelpunkte die Brennpunkte sind. 

Umgekehrt geht aus der Stellung der Aufgabe (M) sofort 
hervor, dafi die beiden Halbierungslinien des Winkels bei P die 
Gerade J^, /*, in einem, zu Pi-P, harmonischen Funktepaar treffen 
(g. diese Sammlung Bd. VHI, § 5), und damit direkt die Fonnel (bZ'). 

*) Die Gleichung l-[-^*=^0 liefert die imaginiren sogenannten 
„ Minimalgeraden " (Geraden durch einen der beiden imaginären 
Ereispunkt«) der Ebene (s. diese Sammlung Bd. VIII, g§ 35, 48). 
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Die erste IntegratioD ergibt: 

(57) y^-q^ 

und die zweite: 

(58) yi = qx^-\-c. 

Diese Gleichung mit den beiden wülkürlichen Kon- 
stanten q, c stellt die ganze Schar aller Mittelpunktskegel- 
schnitte (B) dar, deren feste Achsenrichtungen in die beiden 
Koordinatenachsen fallen. Um nunmehr die zur ursprüng- 
lichen Aufgabe gehörige Unterschar auszuschneiden, schreibe 
mau (58) Heber in der üblichen Form: 

^ ' «2 ~ fea 

WO das positive Zeichen den Ellipsen, das negative den 
Hyperbeln entspricht. Man differenziere (58') nach x: 

Aus (58") und (59) drücken sich a^,h^ durch x,y,if 
aus, wie folgt: 

(60) ±y' = y(v-x^f), o' ^(y-^y), 

und damit wird: 

(61) «2 + 6^^ 

wo die linke Seit« für Ellipse resp. Hyperbel das Quadrat 
der linearen Exzentrizität e ist. Der Vergleich mit (53') 
lehrt, daß die dortige Konstante e übereinstinmit mit der 
linearen Exzentrizität der Kegelschnitte (58') oder (59). 
Daher gilt: 

(M) „Die allgemeine (reelle) Lösui^ unserer 
Aufgabe wird durch die „konfokale" Schar 



gleichung von der Form y 1 — (y — xy') ; yiy — KyO I =0, und um- 
gekehrt 

W. Fr. Heyer, iDtegralrechnung. 13 
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von Mittelpanktskegelschnitten gebildet, die 
die gegebenen Punkte i^i,i^a zu Brennpunkten 
besitzen." 

Die hiermit ausdrückte Eigenschaft der Mittelpunkts- 
kegelschnitte ist die bekannt« optische (s. diese Sammlung 
Bd. Vm, §§ 45, 46). Offenbar kann man wieder rückwärts 
von der konfokalen Schar ausgehen und auf Grund von (61) 
8u der geometrischen Bedeutung von (öS") gelangen, die der 
Aufgabe (M) zugrunde lag. 

Die Differentialgleichung (53) unserer Schar zeigt sofort 
den bekannten Satz (s. diese Sammlung Bd. Vm, § 48), daß 
sich je zwei der durch einen beliebigen Punkt P(x,tf) 
der Ebene gehenden Kegelschnitte der Schar rechtwinklig*) 
schneiden. Denn das Produkt der beiden Wurzeln j^ von 
(53) ist gleich — 1; setzt man sie gleich tgi^ resp. tgr^, so 
ist tgtit^i2 = — 1, d.h. die beiden Tangenten in P stehen 
senkrecht aufeinander (s. diese Sammlung Bd. VHT, § 13), 

Der in der vorangehenden Aufgabe (L) behandelte Fall 
der konfokalen Parabelschar wird aus der konfokalen Mittel- 
punktskegel Schnittsschar (M) in der Geometrie (s. diese 
Sammlung Bd. VHI, § 35) durch Grenzübergang hergeleitet. 
Dasselbe läßt sich hier für die bezüglichen Differential- 
gleichuugeu (39), (53) ausführen. Man mache F^ zum neuen 
. An&ngepunkt, ersetze also in (&3) x durch x — e: 

(62) »" + !^— ii; !-»■ 

e> 
Läßt man jetzt e über alle Grenzen wachsen, d. h. rückt 
der zweite Brennpunkt F^ auf der positiven a;-Aoh8e ins 
Unendliche, so konvergiert der Koeffizient von y" in (62) 

2x 
gegen — - und damit (62) in die Differentialgleichui^ (39) 

der konfokalen Parabeln. 

•) Dies ist auch, geometrisch einleuchtend, da die Halbierungs- 
linien des Innen- und Außenwinkels bei P aufeinander senkrecht 
stehen. Da bei der Ellipse die Tangente stets den Außenwinkel 
halbiert, bei der Hyperbel stets den Innenwinkel, so zerfällt die 
Schar |M) in eine Schar von Ellipsen und eine Schar von Hyperbeln, 
so daß jede Ellipse jede Hyperbel senkrecht schneidet. 
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N. Eioe Kurve boH derart sein, daß, wenn man von ii^end 
einem ihrer Pmikte P das Lot auf eine feste Achse fällt 
und durch den Faßpunkt eine Parallele zur Tangente in P 
legt, diese Parallele auf der Normale von P ein (von P aa& 
gerechnetes) konstantes Stück a abschneidet. 

Man hat unmittelbar, wenn die feste Achse zur ^i^Achse 
genommen wird: 

(62) ,g, = ^=lii;TZ^, 

oder: 

(64) "/-T^^- 

Dies ist gerade die in § 14, I, Vn behandelte Diffe- 
rentialgleichung für die Schar der Kettenliiiien: 

(N) 9-^\e~^ + e ^') 

mit der :i;-Achse als Achse und a als Parameter. Schlägt 
man also über der Ordinate y eines Kurvenpunktes P einen 
Halbkreis (nach der einen oder andern Seite, je nachdem P 
auf der einen oder andern Seite des Scheitelpunktes li^)i 
und trägt von P aus die Sehne von der Länge a ab, so 
hat man die Hichtung der Kurvennormale (s. § 7, Fig. 5). 

O. Für welche Kurven ist die Normale, bezogen auf 
eine feste Achse als a;-Achse, die mittlere Proportionale 
zwischen der Ordinate y und einer gegebenen Länge 2«? 

Die Fordenmg n^ = 2ay geht, gemäß (Ic), mit Unter- 
drückung der uneigentlichen Läsung y = 0, über in: 

(66) y(l+y-)^2», 1 = ]/=^^. 

Dies ist gerade die in § 14, VI bebandelte DifTerential- 
gleidiung der Zykloiden: 

(O) x~Xo=a{ip — 6ia.<p), y = ai\ — co&q)) , 

mit fester Achse und festem Durchmesser 2 a des erzeugenden 
Kreises. Verlängert man also die Ordinate eines Kurven- 
punktes P, bis man eine Strecke PQ von der Läi^e 2a 

13' 
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erhält, schlägt über FQ einen Halbkreis (nach der einen 
oder andern Seite, je nachdem P auf der einen oder andern 
Seite des Scheitels li^) und verbindet den Schnittpunkt 
des Halbkreises auf der Aclise mit P, so hat man die 
Richtung der Normalen*). 

Wir wenden ans endlich noch zu einer nmfassenderen 
Au&abe, die gewöhnlich unter anderem Giesichtapankt be- 
handelt wird: 

P. „Die Bedingung aufzustellen, unter der sich zwei 
ebene Kurven derart in einem Funkte achneiden, daß sich 
die beiden je ans Subtangente und Subnormale zusammen- 
gesetzten Strecken decken; sodann eine Kurve zu suchen, 
die einer gegebenen Schar von Kurven so begegnet, daß 
ffir sämttidbe Schnittpunkte jene Bedingung erfSllt ist. 

Da noch die Eächtung der sich deckenden Strecken 
die gleiche oder aber entgegeogesetzte sein kann, so lautet, 
gemäß (la), (Ib), für zwei Kurven: 

(66) i/ = A^)- v-vi^}' 

die einen Punkt P(x,y^tj) gemein haben mögen, die frag- 
liche Bedingung: 

(67) 



*) Eine einfachere Kouatruktioa der Tangente der ZTUoide 
eigibt sich aus ihrer Erzeugung. Gemäß § 12, IH wird y' 

^cotg—-; da aber die HalbierungBlinte des Wälzungswinkels 9> 

(s. Fig. 6 auf S. 86) auf der Kreiesehne P.B senkrecht steht, ao 
wird die Normale eines Zykloiden punktes P seine Verbindunga- 
gerade mit dem momentanen BerQhrimgspunkt B auf der Achse. 
Diese Eonatruktion QbertrSgt sich auch auf die Epizykloide. 
Nach S 12, IV wird: 






T_v:_^, + i, 



wenn x den WUlzungawinkel bedeutet. Da aber die Halbierungs- 
linie des Winkels x mit der positiven «-Achse den Winkel 'p-\--ä 

bildet (s, Fig. 7 auf 8. 89) und eeukrecht eteht auf der Ereisaelme 
FB, 80 gebt die Normale eines Epizykloidenpunktes P wiederum 
durch den momentanen Berahrungapunkt B beider Kreise. 
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Hebt man den gemeinsamen Faktor y = t] weg*), so 
spaltet sich die Bedingung (67), je nach dem Vorzeichen, in: 

|(68a) (^-riWv'-^)^0, 

l(68b) (j^+^(yY+l) = 0. 

Nun bedeutet nach § 15, (VII) das Verschwinden des 
Faktors y'ti'—l, daß die beiden Winkel, die die Tangenten 
der Kurven (66) in P mit der a;- Achse bilden, komplementär 
sind, andererseits das Verschwinden des Faktors j/' + ij', daß 
jene beiden Winkel entgegengesetzt gleich sind; in beiden 
Fällen sind zwar die Strecken S( + s« gleichlaog, kommen 
aber nicht zur Deckung. 

Somit wird die Bedingung (P.) dann und nur dann er- 
füllt, wenn: 
(Pa) y'=V; oder aber (P^) /rj'+l^O. 

Ln Falle (Pa) haben beide Kurven (66) im Punkt« P(x) 
die Tangent« gemein, d. h. sie „berühren sich" in P(cf. § 18); 
dann sind die beiden Strecken s^-l-st auch gleichgerichtet. 
Ln Falle (P^ stehen, wie bei (M), beide Tangenten in P 
senkrecht aufeinander oder, wie man sagt, „die Kurven (66) 
durchsetzen sich in P senkrecht oder orthogonal"; dann 
kommt den beiden Strecken s„ + St entg^engesetzte Eichtung 
zu. Man hat also den Satz: 

P. „Die Bedingung (P.) kann nur so erfüllt 
werden, daß entweder, (Pa), beide Kurven (66) 
sich berühren (/=))'), oder aber, (P^), daß 
sie sich orthogonal schneiden (^1)'= — 1)." 
Nunmehr gehen wir zum zweiten Teile der Aufgabe (P.) 
über und behandeln sie zunächst für den 
Fall P^. 

Es liege demnach eine Schar von Kurven mit einem 
Parameter x vor: 
(69) y=V{x,jj,x)^0; 



*) Im Falle, daß der Punkt P auf der AbsziBsenachse lie^ 
also y = t]^=0 ist, versagt die Erklärung (P.) und muB durch (P'^) 
resp. (F^ ersetzt werden. Der Fall, daß y' oder tj' unendlich groß 
werden, werde, wie stets bisher, auBgesohlossen, 
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gesucht werden alle Kurven ij = <p{x), die alle Kurven (69) 
ortbc^nal schneiden. Mit (69) kombiniere man die naei x 
differenzierte Qleidiung: 

und denke sich aus (69) und (70) den Parameter a eliminiert*), 
80 entsteht eine Diifferentialgleicimng 1. Ordnung: 

(71) D{x,y,f) = <:>- 

Bezei<^et man mit Lie den Inb^riff eines Kurven- 
punktes wid seiner Tangente als „Linienelement", so 
wird (71) erfüllt durch alle LiniencI erneute der Schar (69); 
umgekehrt iat wiederum (69) die allgemeine Lösung von (71). 
Die Gleichung (71) heißt „die Differentialgleichung der 
Km^renschar (69)". Auf Grund von (Pj8) ergibt sich somit 
der Satz: 

Vß. „Ersetzt man in der Differential- 
gleichung D{x,y,^ = Q einer Kurvenschar y* 

durch — 3, so genügen alle Kurven y — f{x), 

die die Kurven der Schar orthogonal 
schneiden, der so hervorgehenden Differen- 
tialgleichung: 

(72) 

Die gesuchten Kurven werden daher ebenfalls eine 
Schar**) bilden, die „Orthogonalschar" oder „die Schar 
der orthogonalen Trajektorien" der gegebenen. Die Auf- 



*) BegiifFlich vollzieht sich diese Elimination d&durch, daS 
man sich die durch (69) definierte Funktion ck von x, y in (TO) 
substituiert denkt. Die wirkliche analytische Ausführung wird 
zwar in der hCheren Funktionentheorie mittels Fotenzreihen ge- 
leistet, ist aber für die hier in Betracht kommenden geometriBohea 
Zwecke Eiimeist weder nfitzlich noch notwendig. Für den Fall 
einer algebraischen Gleichung (69) sind die in daeser Sammlung 
Bd. VI entwickelten Methoden heranzuziehen. 

**] Daß die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung 
I. Ordnung stets in die Form (69) gebracht werden kann, wird in 
der Theorie der Differentialgleichungen bewiesen (e. diese Samm- 
lung Bd. XUI, Kap. 1). 
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gäbe ist damit auf eine andere zaräckgefQbrt, die all- 
gemeine IiösaDg von (72) za fiadeo, was in jedem einzelnen 
Falle erst aaeznffihren ist 

Einige Beispiele m^en zur Erläuterung dienen. DaB 
die in (L.), (M.) behandelten konfokalen Parabeln einerseits 
und Ellipsen reap. Hyperbeln andererseits zwei orüit^aale 
Scharen bilden, geht unmittelbar daraus hervor, daS deren 
I>ifieFentialgleichung (39), reap. (Ö3) bei Vertaoschang von y* 
1 



F^ß\ Gesucht wird die Ortfat^nalschar eines Strahl- 
bOseh^s, d. i aller durch einen festen Punkt laufenden Cie- 
raden. 

Nimmt man den Punkt zum Koordinatenanfang 0, so 
lautet die Gleichung des Strahlbfischels: 

(73) y — aa: = 0. 

Da y'= ot = — , so wird die Differentialgleichung des 
Büschel»: 

(74) xs'-tf = 0, 
mithin die der Orth<^na]schar: 



(75) 


X +yy= (»'+;,>)— 0, 


oder int^riert: 




(pj") 


«' + »•-'•=, 



für variierendes r. Die Orthogonalschar des Strahlbüschels 
wird also gebildet durch die Schar der konzentrischen Kreise 
mit dem Zenlnun 0. Ersichtlich ist dies Ergebnis äquivalent 
mit dem elementaren Satze, daß die Kreistangente auf dem 
Radius senkrecht steht 

P^*. Die Orth<^onaIschar eines Kreisböschels zu finden, 
d. i der Schar aller dnrcfa zwei feste Ponkte gehenden Kreise. 

Man l^e das Koordinatensystem so, daß die beiden 
festen Punkte die Koordinaten (— e, 0) erhalten. Der Mittel- 
punkt irgend eines Kreises des Büschels ist dann ein variieren- 
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der Punkt (0, <x) auf der Ordinateoachse, und die Gleichung 
d^ Bfischele lautet: 

(76) j;» + t/»-2ay = e*. 

Differenziert man (76): a;+yy— «^=0 und snbatitniert 
hier den aus (76) sicli ergebenden Wert von «, so gelangt 
man zur Differentialgleicliung des Ereisbüschels (76): 

(77) 2yix + i,y')^if'(x^+if^~e^), 

demnach, gemäß (Pß-), zur DifTerentialgleichung der Ortho- 
gonalschar: 

(78) 2if{xy'-y) (x^ + ff'-e^, 

oder auch, etwas umgeformt: 

(79) 2x(j,y'+x)-ix^ + t/-^ + e^) = 0. 

Um (79) zu integrieren, beachte man, daS 2(a; + yy^ 
= {x^ + y' -{- e^y , somit (79) in die Gestalt gebracht werden 



Daher ist die allgemeine Lösung von (80), PXt ß als 
eine willkürliche Konstante: 

(ff^ x^-\-y^ + e'» = -2ßx oder {x-ß)^-\-y^ = ß^~e\ 

Dies ist aber wiederum ein Ereisbflschel (s. diese 
Sammlung Bd. VIU, § 23), nur da£ die genaeinsame Sehne 
oder Potenzlinie, die y-Achse, eine ideale ist, während der 
gemeinsame Durchmesser durch die a^Achse gebildet wird. 

]^g>. Die Orthogonalschar der Tangenten einer Kurve 
zu bestimmen. 

Die Schar der Tangente einer Kurve*): 

(81) 1-m) 

*) Für das Folgende empfiehlt es sich, für die Bestimmungs- 
stücke der gegebenen Kurven griechische Buchstaben zu wühlen, 
für die der gesuchten Kurven lateinische. 
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wird durch die Gleichung repräsentiert (§ 15, (IV)): 

(82) t-l-lXS-x), (l'-j^, 

WO X, y die laufenden Koordinaten der Tangente bedeuten. 
]>ie Elimination des Parameters | aus (82) und der 

differenzierten Gleichung [y'=— ^j: 

(83) j,'-,' 

ist bei unsem Mitteln schon in den einfachsten FSllen un- 
ausführbar. Wir werden daher vorerst ia die Gleichung (82) 
als ,^atarIiohe" abhängige Variable den Abstand r*) auf der 
Tangente zwischen dem Berührungspunkte (^, rj) und dem 
laufenden (:i7,^) einführen; ist wiederum t der Winkel zwischen 
Tangente und a^^Achse, so ist (82) ersetzbar durch: 

(82') a:=f + rcosTr, y = ^ + rBiaz. 

Aus (82') werde die Ableitung j^ = ff'=jV'jt ®'^*" 
nommen, und sodann vermöge der Bedingung (Pß) y'^'-\- 1 ^0 
eine Differentialgleichung für r(f) aufgestellt. Man erhält 



(84) 



(85) y'= 



dl 

rcosT-r'+r'sinr 



1 — r B\m ■ 1^ + r' coBz ' 



*) Dabei ist r positiT oder negativ zu nehmen, je nachdem 
der Funkt (x, y) auf der positiven oder negativen Seite der Tangente 
gelegen ist. Die Wahl von r als neuer Variabein kommt offenbar 
auf die EinfQhrung eines mit der Taugente bewegliehon Polar- 
koordinatensystems hinaus, wobei der Winkel i wiederum als 
Funktion von S zu denken ist 
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Damit erhält die BedinguDg i/']j'+l = die Gestalt: 

(86) {H-V») + rt'(VcoBt-Bint)-fr'(jj'9iDi + co8T) = 0. 
Hier ist aber: 

ij'eosi — 8ini=0, »('siDT + cosr-^cosi = + ^1 + ij'* 

(§ 15, (VII a)), so daß nach Abspaltung des Faktors fl + tf^ 
resultiert: 

(87) 1^= - yi+v'-- 

Diese Differentialgleichung ffir r ist sofort; auflösbar 

(B. § 11): 



- Jl'l '+ V' «if = - öf, = — " ' 



WO o = a|„ den von einem wilUcfirlichen Anfangspunkte fg 
aus bis zum Punkte (S) reichenden Bogen der Kurve (81) 
darstellt. 

„Damit gewinnt man als Gleichung der Ortho- 
gonalschar der Tangenten einer ebenen Kurve (81): 

(P^'^ a: = f-ocosT, y = t] — aBmr.'' 

Das negative Zeichen von o sagt ans, daß man den 
im Sinne des wachsenden resp. abnehmenden ^ genommenen 
Bogen a stets auf der negativen resp. positiven Seite der 
Tangente vom Berührungspunkte (|) aus abzutragen hat. 
Für den Fall eines Kreises (81): f' + '?* = a^ gelangt man 
ersichtlich zur Darstellung (§ 7, (40)) der Kreisevolvente*) 
zurQck. Die dort angegebene mechanische Erzeugung ist 
ohne weiteres auf den allgemeinen Fall (P^'') übertragbar. 
Denkt man sich wiederum über die starr gedachte Kurve (81) 
einen Faden gelegt, denselben an der beliebigen Stelle [So) auf- 
geschnitten und sodann unter steter Spannung von der Kurve 
abgewickelt, so beschreibt das freie Ende des Fadens gerade 



*) H&n hat zwischen i und dem dort benutzten Zentriwinkel ^ 
die Beziehung; cosi^siny, Bini= — cos?", wahrend der Kreis- 
bogen von der Länge aip in die Formel (P^W) negativ einzutragen 
ist, da er im Sinne des abnehmenden x gemessen wird. So ent- 
steht aus {Pß!?)) die damalige Darstellung (§ T, (40)). 
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die durch (P^'*) ang^ebene Kurve, eine „Evolvente" der 
g^ebenen Kurve (vgl. § 21): 

P^\ »Die Orthogonalschar der TaDgeuten 

einer ebenen Kurve deckt eich mit der Schar 

der Evolventen der Kurve." 

Der Satz (P^.) läßt sich leicht auf den allgemeineren 
Fall ausdehnen, wo eine gegebene KurveuBcbar (69) von 
«iner andern, einer „Isogonalachar" (Schar isogonaler 
Trajektorien), unter beliebig gewähltem, aber festem (spitzem) 
Winkel a> geschnitten werden soll. Versteht man für den 
Augenblick unter r„ resp. t^ den Winkel der Tangenten 
einer sich in einem Punkte P{x) unter dem Winkel tu mit 
der gesuchten Kurve 7]^(p{x) schneidenden Kurve (69), 
80 ist a) = r, — ii, (wo das doppelte . Vorzeichen aussagt, 
daß der Winkel a» auf der einen oder andern Seite*) der 
Tangente (tj) in jP abzutn^n ist), demnach; 

±'€°^ = l^'tg^.( ~' «'^«'■' ^ *gri=y'> tg'-2 = '?': 

Faßt man beide Falle zusammen, indem mau + iga> gleich 
«iner gegebenen Konstanten — setzt und berücksichtigt, daß 

dann v'=—, wird, so tritt an die Stelle vou (P3.) der 

allgemeinere Satz: 

P^'. „Ersetzt man in der Differential- 
gleichuDg I){x,y,if)='Q einer Kurveuscliar ^ 

durch ^-r , so erhält man die Differential- 

gleichung: 

(89) D{.,yJ-^j)-i> 



*) Gmiauer ist bei ne^tivem Torzeichen von lo der Winkel o 
] Piuikte P auf der positiven Seite der Tangente (i,) ün Sinne 
<e Uhrzeigers abzutn^n, bei positivem Vorzeichen im entgegen- 
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der dem Winkel co entsprecliGnden Isogonal- 
Bchar, WO: 

(90) y = cotgat." 

Auch diese Begel werde durch Beispiele erlSntert 

P^\ Die Isc^DaUcharen eines StrahlbÜBchels suf- 
zustelleo. 

AuB (73) und (74) ergibt sich sofort als Differential- 
gleicbung der Isogonalscbaren : 

(91) "K^h^- 

Die direkte Auflösung von (91) stoßt auf Schwierig- 
keiten. Man führe daher, als natürliche Koordinate, 

dr 
Polarkoordinaten r, q> ein. Dann wird für r' = -j— : 



(92) 'y = r&\a.if 



(93) 



xtf—y r*(coB*9^-8in*5:i)4-"^Binyc0897— r/sin^icosip r 
aJ+S/ rr'(co8*9'+8in'y')+r*8inyco89:i— r*sin9)C0895 r^ 

Somit wird, in Polarkoordinaten, die Gleichung (91): 

(910 -~y od» «_«, 

deren allgemeine Lösung lautet: lr = y^ + c, oder: 

wo a eine willkürliche (positive) Konstante ist. Das ist aber, 
nach § 14 (D^, a. auch § 17 (C), die Schar logarithmischer 
Spiralen, die aus ii^nd einer von ihnen, z. B. r = e'i', durch 
Drehung um den Pol hervorgehen. Je nach dem Torzeichen 
von y = cotgft) , d. b. von o» sind die Spiralen rechts oder 
links gewundene. Für variierenden Winkel tu stellt somit 
(P^') die Gesamtheit aller Isc^nalscharen des Strahl- 
büachels (73) dar. 

Analc^ werde auch die Aufgabe (Pj?'.) au^edehnt: 
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F^'. Es sollen die Ist^Dalscbaren der Taagenten einer 
ebmien Kurve bestimmt werden. 

Man gehe, wie dort, von den Gleichungen (82'}, (84), 
(85) ans, und bilde mittels (85), gemäß (Pß'), den Ansdruck 
9'—v' ^ 1 . 

i+y-v' r' 

. y"— tj' _ r/( co8T+i7'BinT)+r'(8ipr— t^'cosi) 1 

l+y*?' (1+i?'*)+»"t'(i)'co8t— sin !)+/())' sini+cosr) / 

Da wiederum »j'oosr — BinT = 0, ij'ßinT + cosT = ^— 

= +yi + ij'*, ferner i' = (arctg»/)' = T--^-7^, so entsteht 

aus (94) die Differentialgleichung erster Ordnung für r'= -=- 



d£- 



(95) r'-yrj^+/l + .3'^ = 0. 

Setzt man hier für den Augenblick zur Abkürzung: 



'1+,'" 

so ordnet sich die Gleichung (95) dem Typus imter: 

(97) r' — ar + b=^0, 

einer sc^enannten „linearen" Differentialgleichung erster 
Ordnung mit f als unabhängiger, r als abhängiger Variable, 
während die Koeffizienten a,b gegebene Funktionen von i 
seien. 

Die Gleichung (97) läßt sich auf ein Integral zurück- 
führen. Man führe zwei Hilfsvariable u, v ein, sodaß: 

(98) r-=M«, r' = -uif-{- vu' . 
Dana geht (97) über in: 

(99) ^v + u{if-av) + b^O. 

Hier bestimme man v so, daß das mittlere Glied ver- 
schwindet: 

(100) --a, v = Ae"J, 
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WO k eine willkürliche Konatante ist Dum reduziert 
sicli (99) auf: 

(101) V A = -A<^-ä, 

und es kommt für u das Integral: 



-fi^ 



(102) « = -/-^e-"*df, 



wo unter fj wieder eine willkürliche Konstante zu ver^ 
stehen ist. 

Substitaiert man die "Werte von v,u aus (100), (102) 
in (98), so ergibt sich als allgemeine LfÖBung der 
linearen Differentialgleichuug ereter Ordnung (97), 
mit der willkürlichen Eonstante ^q: 

J 

(103) r^-^^jhe—^di. 

Für imsem besondem Fall (96) resultiert somit als 
allgemeine Lösung voa (95): 



u 

PJJ'. „Setzt man diesen Wert von r in die 
Gleichungen (82') ein: 

(82*) a; = f + rcosr , y = ij + rsini , 

so hat man die aoalytische Darstellung aller 
Isogonalscharen der Tangenten einer ebenen 
Kurve t]^<p(^." 



es sein muß. Die Ableitung von (P^) versagt ersichtlich 
in dem Fall, wo sich die Kurve (81) in einen Punkt, also 
die Tangeatenschar (82) in ein Strahlbüschel spezialisiert 
Denn dann ist f fest, lüion also nicht mehr als unabhängige 
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Variable dienen. Führt man dagegen <p als solche ein, so 
hat man gerade die Behandlmig der vorau^henden Auf- 
gäbe (P^. 

Der Fall F.. 

Es wird eine Kurve ij = if{x) gesucht, die jede Kurve 
der Schar: 

(69) V^V(x,y,öi)^0, 

wo sie ihr hegegnet, berührt. 

Es scheint zunächst, als ob die Aufgabe nur ein 
Spezialfall von {P^'.) sei, indem der Winkel o) in (P^'.) gegen 
Null konvergiert. Dann wird ^ = 1}' (und umgekehrt), d. h. 
die Differentialgleichung (71) der Schar (69) bleibt im- 
geäDdert; oder mit anderen Worten, man erhält alle Kurven 
der Schar (69) selbst als Lösung. Aber diese Lösung ist 
ersichtlich nur eine nneigentliche. Denn formuUert man 
die Aufgabe (P„.) mit Hilfe des oben (S. 198) eingefohrten 
Begriffs des Linienelements so: eine Kurve ri = <f{x) zu 
suchen, die mit der Kurvenscbar (69) eine (unendliche) 
Schar von Linienelementen gemein hat, so genügt in der 
Tat jede Kurve (69) selbst der Forderung, da sie mit sich 
selbst eine Schar von Linienelementen gemein hat. Dem- 
nach ist die eigentlich gesuchte Lösung von (P«.) eine 
Kurve, die mit jeder Kurve (69) eine endliche Zahl von 
Lioienelementen gemein hat, eine nicht in der allgemeinen 
Lösung von (71) enthaltene Lösung; man nennt eine solche 
eine singulare (s. diese Sammlung, Bd. XIII, Kap. 7). 

Im vorliegenden Falle kann man aber direkt die Auf- 
gabe (Pa.) erledigen. Zu dem Zweck greife man nochmals 
auf die Entstehung der Tangentenschar einer ebenen Kurve 
zurück (§ 15). 

Nähenmgsweise erschienen die Tangenten als Sekanten 
eines Sehnenpolygons, also umgekehrt die Eckpunkte der 
letzteren als Schnittpunkte je zweier aufeinanderfolgender 
Sekanten. Durch den in § 15 ausgeführten Grenzprozeß, 
durch den die Sekanten in die Tangenten übergingen, kon- 
vergiert die Gesamtheit der Sehnenpolygonecken gegen die 
Punktmenge der Kurve (s. auch § 18); indem aber gleichzeitig 
der Winkel je zweier aufeinanderfolgender Sekanten gegen 
Null konvei^iert, erscheint die Punktknrve als erzeugt („ein- 
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gehüllt^ durch ihre Tu^enten, oder wie man aagt, als „Eo- 
veloppe" ihrer Tangenten. 

Im wesentlichen derselbe Vo^ang spielt sibh ab bei 
einer beliebigen KurvenBchar (69). Benkt man sich die 
alle Kurven (69) überall berührende Kurve, die „Enveloppe" 
der Schar, bereits gefunden, so ist begrifflich klar, daß jede 
Berührungsstelle zugleich die Grenze eines Schnittpunktes 
zweier konsekutiver Kurven der Schar ist. 

Man wird demnach zu der gewünschten Ekiveloppe der 
Schar (69) gelangen, indem man ii^nd eine Kurve (69) 
mit einer benachbarten, dem Parameterwert fx + A/x ent- 
sprechenden: 
<104) V{x,i/,a + Aix)^0 

schneidiet, sodann zur Grenze limJix^O übergeht, und 
endiich aus (69) und (104) eine von a freie Gleichung ab- 
leitet, die dann für alle Kurven der Schar (69) erfüllt 
sein mu£. 

Von der Funktion V, als Funktion von a, werde 
vorausgesetzt, daß sie dem Cauchy sehen Mittelwerteatz 
(DifFr. § 15) genüge: 

<105) V{x,t/,a + Aa.)-V(x,y,x) 

Die Schnittpunkte zweier Kurven (69) und (104) sind 
also dieselben, wie die der Kurven: 

(106) FKj,,«)_0. ^Zfe»|^±^ifO_o. 

Die gesuchte Enveloppe der Schar (69) geni^ somit, 
indem man zur Grenze limJA<:^0 übei^eht, den beiden 
Gleichungen : 

dV 

(107) r=o, T^ = 0, 

6a. 

oder, wenn man sich hieraus a eliminiert denkt, der einen 
Gleichung ; 

(108) E^E(x,if)^0. 
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Es fehlt aber noch der Nachweis, daß aach umgekehrt 
jedes Linienelement der Kurve £=0 ein solches einer 
Kurve der Schar (69) ist, d. b. daß die Kurve E=0 an 
jeder Stelle von einer Kurve der Schar (69) berührt wird. 

Zu dem Behuf ist es zweckmäßiger, die Gleichung E^- 

(108) durch zwei andere zu ersetzen, indem man sich auf 
Grund von (107) x und y als Funktionen des Parameters et 
bestimmt denkt: 

(lOS-) x-fM, n-sM- 

Substituiert man diese Werte von x,i/ in F(3!,y, «)= 0, 
so muß die so entstehende Gleichung in a identisch er- 
füllt sein : 

(109) Ftf{«),s(«),W>sO, 
somit auch die nach a differenzierte Gleichung : 

Mit Rücksicht auf die zweite Gleichung (107) ist daher 
auch identisch : 

(111) |^r(«)+|^5'(«)-o. 

Denkt man sich daher ii^nd einen Wert a heraus- 
gegriffen, so ist für die zugehörige Stelle der Kurve £ (1 08") 

der Winkel i der Tangente bestimmt durch tgt = y' = ^^. 

Da aber gemäß (111): 

80 stimmen für die Kurve E (108) und für V{x,y,ci) = (i 
au der fraglichen Stelle die Ableitungen ^ nnd dünit die 
Tangenten überein. 



*) Ton dem eingulJlren Fall, dafi an einzelnen Stellen f'{a) 
und ff'(«), reap. -^ und -y- gleichzeitig verschwinden, soll hier 



6y 
abgesehen werden. 

W. Fr. Heyer, Intogralreolmur 



.j.^Goo^^lc 



210 ' § W- LBogen der Normale und Tangrent« usw. 

Somit gilt der Satz: 

Fg,. „Die Euveloppe eioer Kurvenscbar 
Vix,}/, ix) = -wird dargestellt durch die 
beiden Gleichungen: 

6V 
(107) F=0, -f--^-" 

P^. Als Anwendung mögen die sogenannten „Parallel- 
kurven" einer gegebenen Kurve dienen, die als Enveloppe 
eines Kreises von beliebig, aber fest gewähltem Radius r 
entstehen, dessen Mittelpunkt (f , r/) eine gegebene Kurve : 

(112) ,_rt{) 
beschreibt. 

Die Gleichung der Kreisschar ist, mit dem Parameter (: 

(113) V(x,p,^) = {£-xy + {fi~yy~r^^O, 
also die nach f differenzierte Gleichung : 

(lU) ^^y(-x) + (ri-y)^' = 0. 

Die Elimination von | aus (113) und (114) würde 
wiederum schon in den einfachsten Fällen auf Schwierig- 
keiten BtoBen. Aber man kann sie leicht mngeben. Denn 
die Gleichung (114) stellt gemäß § 15, (VHIa) die Normale 
des Punktes (f , jj) der Kurve (llii) dar; diese Normale, die 
zugleich ein Durchmesser des Kreises (113) ist, trifft den 
letzteren in den beiden gesuchten Punkten der Enveloppe, 
die also vom Punkte {S,tj) den Abstand +r besitzen. 
Wählt nmn daher für den vorliegenden Zweck die Gleichung 
(§ iri, Vnic) der Normale: 
(115) x~$ — r6}aT, y = ij+ccosT, 

und berücksichtigt, daß (§ 15, (Vlla)) für die Kurve (112) 
so resultiert als 



yi + ti'^ Yi+i]''^ 

Darstellung der gesuchten Enveloppe der Kreis- 
schar (113): 

(F.) x = S + r^J==, y = v±- 



wo man sich t] und *]' gemäß (112) als Funktionen 
des Parameters | zu denken hat. 
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Die Enveloppe (P^) heißt „Parallelkurve" der ge- 

f ebenen (112), da jeder ihrer Pnnkte von dem entaprechenden 
er gegebenen Kurve den nämlichen, d. h. auf der Normale 
gemesseuen Abstand r resp. — r besitzt Für variierendes r 
entstehen so aämtliche Parallelkurven der gegebenen. 

Diese Parallelkurven kann man noch auf einem anderen 
Wege erzeugen. Es bewege sich jetzt ein Kreis von festem 
Raiuus r derart, daß er stets die Kurve (112) berührt, 
oder, wie man si^, er „rolle" die Kurve (112) entlang*). 
Der Mittelpunkt («, ß) des Kreises li^t dann auf der 
Normale von (112) im Abstände r vom Berührungs- 
punkte (f , »)}, hat also gerade die Koordinaten (115). So- 
mit ist die Gleichung der Kreisschar: 
(116) r(x,p,i) = {i-as-ränT)^ + {r}-ij + rooBTY 

= ii-xy + (ri-!fy-2r{{i-x)änT-iTi-y)<!OST} = 0. 
DiETerenziert man nach |, so konunt: 

— {tj'cosr — sini)] = . 

Hier ist ■wiederum ji'cose — sim — 0, co3t = -;^— r , 

■ , miÜiin zieht sich (117) zusammen, wie folgt: 



(118) y-x) + {r,-s)iA\l--^^^\ = 0"). 

Daher schneidet, wie bei der ersten Behandlung, die 
Normale des Punktes (f ) der Kurve »j = /"(!) jeweDs aus 
dem Kreise (116) die Berührungspunkte der Enveloppe auB, 
d, h. die letztere zerfällt in die Kurve jj = f{S) selbst und 
in die zum Abstände 2r gehörige Parallelkurve. 



*) Irgend ein fester Punkt des Kreises (oder allgemeiner 
einer beliebigen Berüfarkurve) beschreibt dabei eine sogenannte 

„Eollkurve", wie z. B. die Zykloide resp. Epizykloide (§ 7, T, VI), 
wo der Kreia auf einer Geraden resp. emem Kreiee entlang rollte. 
♦*) Dm Verschwinden des zweiten Faktoni (of. § 18, {nO) 
würde bedeuten, daß die gegebene Kurve t) ^ f{S) ein Ereie mit 
dem Badius 2r ist, auf dessen Innenseite ein Kreis mit dem Badius 
r rollt. Dann artet die Parallelkurve in den Hittelpunkt des 
festen Kreises aus, aber auch jetzt noch gilt dasE^ebnis des Textes. 
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§ 17. Die Tangente bei Polarkoordinaten; Längen der 

Polartangente, Polamormale, Polarsabtangent« und 

Folarsnbnormale. 

Sei eioe ebene Kurve, wie in g 5, (10) auf Polar- 
koordinaten bezogen: 

(1) r = F(<p). 

Die Tangente der Kurve (1) in einem Punkte P be- 
stimmt si<^ durch den Winkel /t, den sie mit dem Badiu&- 
Vektor r bildet. Um diesen 
Winkel /i eindeutig alB 
Winkel zwischen positiver 
Tangent« und positivem 
Kadiusvektor festzulegen, 
nehme man einmal den 
Radiusvektor in positiver, 
d. h. vom Pole aus- 
laufender Richtung, an- 
dererseits setze man als 
Flg. 19a. positive Richtung der Tan- 

gente die im Sinne des 
wachsenden Azimuts ip zu nehmende fest. Es ist zu be- 
achten, daß diese Festsetzung über die positive Tangenten- 
andere ist, wie die bei rechtwinkligen Ko- 
15) getroffene, wenn man den Pol mit dem 
Anfang, die positive Pol- 
achse mit der positiven 
:r- Achse zusammenfallen 
läßt. 

Zwischen den Winkeln 
/i,ip und dem im früheren 
Sinne (s. § 15) zu nehmen- 
den Winkel r der Tangente 
gegen die positive Pol- 
achse findet eine einfache 
Relation statt. Die Figur 
zeigt unmittelbar, daß entweder fi = t~(p oder aber 
fi = ji-{-(T — q)) sein muß. In beiden Fidlen ist somit, 





Fig. 19b. 
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wenn man noch (§ 15, (VII)) tgi durch y'=-^ ersetzt: 

Hier ist noch y in Polarkoordinateu auszudrücken. 

Aus 

(3) a! = rcosy , y = r%\ix<p , 

wo r als die Funktion (1) von tp zu denken ist, folgt für 

r'-^^—, wie m 8 5, S. 57, da W^=^:-v-. 
d<p " " d<p d<p' 

du , . dx . . , 

— ^^rcosm + rsmai, -5 — = — r8uiöi-{-r coa», 

a<p a<p 

r + /tgy y-^tg ';(^ + *gV), 



demnach: 

(I) 

und damit auch: 



r' 



(!') Binu=— _-^^_, cos«^ , 

ir'+<" '^ )^"+/' 

lu Übereinstimmung mit der obigen Festsetzung ist a 
H>itz bei positivem r*, stumpf bei negativem v' , da gem£ß 
Diffr. § 18, S. '226 r dann mit wachsendem tp zu- resp. ab- 
nimmt und r stets positiv ist, also tg/i dementsprechend 
positiv resp. negativ ausfällt. Da sin^ stets positiv ist, hat 
man die Quadratwurzel in (I") positiv in Rechnung zu bringen, 
cos/x ist dann, wie es sein muß, zugleich mit tg/i positiv 
resp. negativ. 



■) Der Faktor l-j-tg'?» kann für reelle Kurven nicht ver- 
schwinden, da l+t^'7!=0 (wie in § 16, 8. 192, Aiun. •) l+y^=0), 
die imagin&rea lUinimalgeraden darstellt. 
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Die Herleitung der Formel (I), wie eraichtlich letztere 
auch selbst, versagt für den Pol 0, wenn dieser ein Kurveo- 
punkt ist. Man gelaogt aber direkt vod der Daratellung (1) 
aas zum Ziel. Verbindet man 0(r=^0) mit einem benach- 
barten Punkt Q (Ar, (p), so erhält man für den Winkel ip der 
Sekante OQ mit der Polarachse die Bestimmuag^leicbong: 
(6) FM-^r. 

Läßt man Ar gegen Null konvergieren, so geht die 
Sekant« OQ über in die Tangeote in 0, die Gleichung (5) 
aber in: 
(la) F(.p) = 0. 

So oft die Kurve durch hindurchgeht und daselbst 
je eine zugehörige Tangent« besitzt, entspricht der Bicbtung 
der letzteren eine bestimmte, reelle*) Wurzel <p von (la). 

An die Gleichung (I) schließen sich, wie in § 16, die 
Begriffe der vier Längen: „Tangente, Normale, Subtangente, 
Subnormale" an, die zum Unterschiede von den damaligen 
mit dem Beiwort „Polar" zu versehen sind. Wie dort die 
a:- Achse als eine zur Ordinate y senkrechte Gerade benützt 
wurde, wird man jetzt im Pole auf dem Radiusvektor r 
eine (mit diesem bewegliche) Senkrechte errichten. Dann 
sind die in Fr^e kommenden Längen der Polartangente 
resp. Polamormale, die der Tangente resp. Normale des 



') Die zur Darstellung reeller Kurven in Polarkoordinaten 
dienenden Funlitionen F(^) haben also die EigentOmliohkeit, im 
allgemeinen, d. h. bei beliebiger Lage des Poles, keine reellen 
Wurzeln zu besitzen. Unterwirft man dagegen die Kurve (1) 
einer Inversion (a. diese Sammlung Bd. VIII, § 24), indem man r 

durch — ersetzt, so geht die transformierte Kurve so oft durch 
den Pol, als die ursprüngliche durchs Unendliche geht. Daher 
kann die reziproke Funktion -pr-^ ebensowohl reelle Wurzeln be- 
sitzen, wie nicht. Ein Beispiel wird geliefert durch die Polar- 
gleichung der Kegelschnitte {13): f^yri ■ Hier kann r 

fOr reelle ip nicht verschwinden, dagegen besitzt - für |e| > 1 

(Hyperbel) zwei reelle Nullstellen qi, die für |e =1 (Parabel) zu- 
sammenrücken, für |«| <1 (Ellipse) keine solche. 
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KurveDpunktes P(r, (p), von P bis zn jener Senkrechten ge- 
rechDet, und ihre senkrechten Projektionen auf die letztere, 
die Folarsabtangente resp, Polarsnbaormale. 

Behält man im übrigen die damaligen Bezeichnungen 
if n, Si, Sn bei, so liefert die Figur sofort: 

s„ = , Si=rie,u, n = — — , t = , 

tg/* sai/i cos/t 

also auf Grund von (1): 

(IIa) Sn-r", (IIb) st=^, (Uc) n^f^+i^^ 



(Ud) t^^f^^ + r^i. 

Hierbei ist die Quadratwurzel, da n = —. — positiv, 
sm/i ' 
positiv zu nehmen; bei negativem r* wird man, wenn es ei^ 
forderlich scheint, die Längen der Polar-Subnormale, -Sub- 
tangente, -Tangente negativ wählen. 

Mit Hilfe der Formeln (I) und (II) mögen wiederum 
einige einfache Aufgaben durch Integration der CDtaprechen- 
den Differentialgleichungen gelöst werden. 

A. Die Polarsubnormale einer Kurve soll konstant, = a, 
• sein. Die Forderung: 

(6) r--» 

ergibt Bofort: 

(A) r^a{q,-q>a), 

d. i. gerade die in § 14, IVoi betrachtete Schar Archi- 
medischer Spiralen. Für positives a sind sie „positiv", 
d. h. von retMits nach links gewunden, bei negativem a 
„negativ", d. h. von links nach redits. 

Die Konstruktion der Tangente eines Kurvenpunktes 
mit Zirkel und Lineal liegt auf der Hand. 

B. Für welche Kurven ist die Polarsubtangente kon- 
stant, = ? 
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Man bat gemäß (IIb): 



(B) - = ~a{<p-<p^), 

d, i. die in § 14, IV^ behandelte Schar von hyperbolischen 
Spiralen. Für positives resp. negatives a sind sie negativ 
resp. positiv gewunden. Auch hier ist die Tangenten- 
konstraktion evident. 

C. Die Tangente soll mit dem Badiusvektor einen kon- 
stanten Winkel ft einschließen. 

Die Aufgabe C. deckt sich gemäß (IIa), (Üb) mit jeder 
der beiden anderen: die PolarsnbnormiJe resp. Polar- 
snbtangent« soll proportional dem Radiusvektor sein : s« = ar, 

f 
resp. Sj = -. 

Sei cotg/i = « gesetzt, so ist nach (I) : 
(8) ^-», 

d. i. die in § 14, IVy und § 16, {PjJ'} nntersnchte Schar 
von logarithmischen Spiralen, wo tp^ resp. c die will- 
kürliche Konstante ist. 

Je nachdem « positiv oder negativ, d. h. ip spitz oder 
stumpf, hat man wiederum positiv resp. negativ gewundene 
Kurven zu unterscheiden. Konvei^ert fx, gegen einen rechten 
Winkel, also cotg^ = a gegen Null, so spezialisiert sich (C) zu: 

(C.) ,-e, 

d. i. die Gleichung der konzentrischen Kreise mit dem 
Zentrum 0. 

In der Tat steht ja die Kreistangente senkrecht auf dem 
Radius. Die logaiithmische Spirale erscheint also in dieser 
Hinsicht als eine direkte Verallgemeinerimg des Kreises. 
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D. Für welche KnrveD bildet der Radiusvektor einen 
doppelt so großen Winkel mit dem auf die Tangente gefällten 
Lot, wie mit der Polachee? 

Die gestellte Forderung findet ihren Ausdmok in: 

(9) tg^tg29> = -l, 
oder: 

(10) ~=-tg2.r. 

Die Integration liefert sofort: 

(11) lr = ^lccos2ip, 
oder ^ 

(D) r*=cco829J. 

Für positives c ist das gemäß § 7, IX feine Schar spe- 
zieller Lemniskaten mit c = 2e*. Bei negativem c = — 2«^ 
schreibe man: 

(ly) r^ = 2e»cos{?E-29)) = 2eäco8 pfe-y)!. 

Es haben also In (D'), im Vergleich zu (D), nur die 
X- und y-Achse ihre RoUe vertauscht. 

E. Die senkrechte Projektion der PolarsubtaDgente auf 
die Polachse soll eine konstante Lauge c besitzen. 

In dem durch Projektion von st auf die Polachae ge- 
bildeten rechtwinkligen Dreieck ist der Winkel zwischen S( 
und der (negativeu) Polaohse das Komplement vom Azimut (p, 
also soll sein: 

(12) s, = 5=^. 

r smy 

Die Integration ergibt, bei willkürlicher Konstante d: 

(E) r--, ? . 



Der Vergleich mit d er Po largleichung der Kegelschnitte 
(s. diese Sammlung Bd. YIH, § 35) für einen Brennpunkt 
als Pol und die Hauptachse als Polachse: 
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(13) 

lehrt, daß (E) und (13) übereinstimmen, -wenn c = — d. i. 

c gleich dem Abstände des Brennpunktes von seiner Di- 
rektrix ist: 

(E) „Die gesuchten Kurven werden ge- 
bildet durch die Schar von Kegelschnitten 
mit der Polachse als Hauptachse, dem Pol 
als einem Brennpunkt und zugehöriger fester 
Direktrix; die willkürliche Integrationskon- 
stante d ist der reziproke Wert ^es Para- 
meters p." 
Die in (12) liegende Eigenschaft der Kegelsc hnitt e sagt 
nichts anderes aus, als dafi (s. d, Sammlung Bd. ViU, § 35) 
die KnrventaDgente und die auf dem zugehörigen Breimstrahl 
errichtete Senkrechte sich st«ts auf der Direktrix des Brenn- 
punktes schneiden. 

Da aber die Direktrix die Polare des Brennpunktes 
ist (a. a. O.), so ist die in Bede stehende Eigenschaft 
äquivalent mit der andern, daß die Schenkel irgend eines 
rechten Winkels, dessen Spitze in einem Brennpunkte liegt, 
einander bezüglich des Kegelschnittes konjugiert sind. In 
der projektiven Geometrie (a. a. O.) bedient man sKck dafür 
des Ausdruckes, daß die Brennpunkte eines Kegelschnittes 
definierbar sind als die Zentren einer rechtwinkligen, be- 
züglich des Kegelschnittes konjugierten Strahleninvolntion. 
Bei der Parabel kommt nur der eine, im Endlichen gelegene 
Brennpunkt in Betracht. 

F. Die Kurven konstanter Polamormale c zu bestinmien. 
Die Gleichung: 
(14) /;^+7'"^ = c, 

oder 
(16) 

liefert, integriert: 
(16) 



dq> _ 
d7~ 
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oder, durch Uiakehrung: 

(F) r = CBia{q} — q>o) =csmq) coeq),, — c cos?' sintp^ . 

Multipliziert man diese GleichuDg mit r, und berück- 
sichtigt, daß x^rcosq>, t/ = rBmtp, so geht (F) über in: 

(F') w^ + t/^+xc^nipg~t/cooB<pg'='0. 

Nun ist die allgemeine Gleichung eines Kreises vom 
Badiue q und dem Mittelpunkt (a , 6) (e. diese Sanunlung 
Bd. Vm, § 20): 

(17) (^^-ay + ,j-by-e' 

= x^ + y^ -2ax—2by + (a^ + b^ — e^) = . 

Ans dem Veigleich mit (F) geht sofort hervor, daß (F') 
die Schar der Kreise darstellt, die durch den Pol gehen, 

und den festen Radius ^besitzen. Der Inhalt der Gleichung 

(14) ist dann ersichtlich, daß der Winkel im Halbkreise ein 
Rechter ist. Andererseits eigibt sich aus (F) und (I): 

(18) - r' = cc08iq>-<po), ;7=='tgj« = tg{¥'-?'o)» 
somit: 

(19) fi = ^ — <p^. 

Dies sagt aber aus, daß die Tangente im Pole 
[q, =^ ip^) und irgend eine andere Kreistangente gegen die 
Sehne gleichgeneigt sind. Daher besitzen nur die Kreise 
die Eigenschaft, daß ii^nd zwei Tangenten stets g^en die 
Sehne gleichgeneigt sind. 

G. Für welche Kurven ist die Folartangente konstant? 

Man hat, nach (II d): 

(20) L^r^ + r'^^c, 

oder nach Qaadriemng und Auflösung nach — = -X : 
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Vermöge der Substitution: 

I-, i d»" 

r = ceiayt, yc^ — r^ = ccoBTfi , ^— = cooay), 

geht (21) über in-, 

demnacb, da (cotgi/;)'i= ^~i~i ^^ allgemeine Löaung 

von (20): 

(G) (p — ipQ = — {yi + cot^tfi) , r = C8inv- 

Will man bier wieder r einführen, so wird : 

cotgv = ^ , y = arcsm — , 

also kommt: 

r r Vc^^Vil 
(GO 9> — 9'o arcsm — + i— ^^ . 

Die Kurven (G) gehen durch Drehung ii^nd einer von 
ihnen, etwa 9>o = 0, um den Pol hervor, der für alle ein 
asymptotischer Punkt ist. Da für diese Ausgangskurve 

q/=cotg'^, r'=ccos^, so besitzt sie für v = -^, d. h. im 
Punkte q? = -~, r=^c eine Spitze (s. § 15, S. 172). 
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Kapitel IV. 

Krümmung von KnrTen und Flächen. 

Einfache DifferentialglelohUDgen 

■weiter Ordnung. 

§ 18. Ernmmang einer EnrTe bei rechtirintligen 
Eoordinaten. 

In Diffr. § 18, S. 226 war gezeigt, daß eine Funktion 
tf^=f(x) an einer Stelle {x,t/) eine Zunahme resp. Abnahme 
aufweist, je nachdem i/' daselbst positiv oder negatir ist. Der 
Satz wird mit Hilfe von § 15, (I) unmittelbar anschaulich: 
I. „Je nachdem die positive Tangente der 
Kurve y = f(x) im Punkte (x, y) gegen die 
positive ic-Ächse positiv oder negativ ge- 
neigt ist, ist die Kurve an der Stelle (x,y) 
im Wachsen (Steigen) oder Abnehmen (Fallen) 
begriffen." 
Ist dagegen an der Stelle {x,y) ^=0, so ist der 
Winkel der Tangente gegen die Bichtung der a:-Achse Null, 
d. h. die Tangente ist parallel zur a^-Ächse und umgekehrt. 
War nun J/"=f 0, so fand (1. c.) bei positivem y" ein Mini- 
mum, bei negativem y" ein Maximum von f{x) statt. Die 
Kurve y = f{x) weist also dann im ersteren Fall auf beiden 
Seiten der Stelle {x, y) ein Steigen auf, im letzteren da- 
gegen ein Fallen. 

Wir sprechen jetzt, zunächst gestützt auf die Anschau- 
ung, von der Qualität der Krümmung eines Kurven- 
bogens (§ 11) resp. einer einzelnen Stelle P derselben in 
Bezug auf eine feste, etwa horizontal gedachte Achse, die 
positive ^r-Achse; je nachdem der Kurvenhogen, resp. an 
der Stelle P, einem rechts stehenden Beobachter die hohle 
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(konkave) oder aber die erhabene (konvexe) Seite zukehrt, heiße 
der Kurvenbogen, resp.an der Stelle jP, negativ resp. positiv 
gekrümmt. Eb sind vier Fälle zu untered^eiden: einmal kann 
die Kurve bei P im Steigen resp. Fallen begriffen sein, 
andereraeite kann der Tangenteuwinkel r im Zu- resp. Ab- 
nehmen begriffen sein. Auf Grund der Regel (I), angewandt 
einmal auf die Funktion y^'f(x), das andere Mal anf die 
Funktion y'=f(x)=i^i, ergibt sich sofort, wemi man zwei 
Werte desselben resp, entgegengesetzten Vorzeichens als 
„gleichnamig" resp. „ungleichnamig" bezeichnet, das Kriterium; 
H. „Denkt man sich die positive a:-Achse 
nach rechts gerichtet, so ist die Kurve y'=f(x) 
an der Stelle P{x,y) positiv resp. negativ ge- 
krümmt, d. h. sie kehrt einem rechts stehen- 
den Beobachter die konvexe resp. konkave 
Seite zu, je nachdem die beiden ersten Ab- 
leitungen i/,y" der Funktion y = f{x) daselbst 
gleichnamig oder ungleichnamig sind." 
Hierbei sind j/ und i/' als von Nnll verschieden an- 
genommen. Ist y'=0, ^'^0, tritt also ein Minimum reap. 
Maximum von y ein, so wechselt die Krümmung der Kurve 
in P ihr Vorzeichen. Ist andererseits y"= 0, .y"'^ 0, so wird 
sich zeigen, daß die Kurve in P einen Wendepunkt besitzt, 
also die Krüounung an der Stelle P ebenfalls ihr Vor- 
zeichen wechselt.*) 

Im folgenden werden für den in Betracht kommenden 
Bogen y* und y" als von Null verschieden und endlich 
vorausgeeetat. 

Der Unterschied zwisdien Konvexität und Konkavität 
eines Bogens kommt darauf hinaus, daß sich irgend zwei 
Normalen des Bogens auf der linken (negativen) resp. auf 
der rechten (positiven) Seite desselben trefien. Es seien 
P{x,y) und Q{x-^Ax, y-\-Ay) zwei Punkte des Bogens, 
wo Ax positiv sei. Die Gleichung der Normalen in P ist 
(§ 15, VIII) für 1,1/ als deren laufende Koordinaten: 

(1) N{x)^{^~x)^^{fi-y) = Q, 

') Der Fall eines Masimums oder Minimums von y hängt 
von der Wahl der a^-Äohse ab, der Fall emes Wendepunktes da- 
gegen iBt von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig. 
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mithin die des Punktes Q; 

(2) N{x + Ax)=^(}. 

Werden y,'^,y", also auch J^(a:), als eindeutig und 
stetig innerhalb des Bogens voraussetzt, so läßt sich auf 
die linke Seite von (2) der Cauchysche Mittel wertsat^ 
(Diffr. § 15) anwenden: 
{20 ^(a: + Ja:) = A» + Ja:Jf'(a:+»?Ja;) (0<»?<1). 

Mr den Schnittpunkt {^,t\) der beiden Normalen (1), (2) 
kommt also: 

(3) J^(a;) = 0, N\x-\-^Ax) = (i. 

Es ist ISia^ eine Funktion von x, y, y', die ihrerseits 
von X abhängen, also wird (DifFr. § 13): 

(4) jrw_^ + ^^+||!^'^-(H-j") + (^-!()»". 

Seien y»,y»,y» die zu dem Mittelwerte x-\-'&Ax ge- 
hörigen Werte von y, i/, y"; wiederum nach dem Mittel- 
wertsatz wird: 

y^ = y{x + ^Ax)=y-\-^Axy^, y'^ = i/(x-{-&i^Ax), 

0<^i<l, 

sodaß sich die Gleichung (3) N'{x-\-'& Ax)^^{i entwickelt in: 

(5) N'(x^-»Ax) = (l^y'i,^)-\-{r,-y^'9Axy^)tfl = 0. 
Hieraus ergibt sich der Ausdruck für rj^y. 

(6a) ,_j, = i^' + '»^^!(i, 

und dies in (1) N(x) = eingesetzt, liefert den Ausdruck 

iur i-x: 

(6b) f-ir = 

Nimmt man Ax bereits so klein an, daß, unter /i, v die 
obere, resp. untere Grenze von | y'\ , unter v^ die untere Grenze 
von \y"\ im Intervalle {x,x + Ax) verstanden, Ax kleiner ist, 

als — — i— , so hängt das Vorzeichen von f — a; in (6b) nur 

von ^ ab. Damit ist das oben der Anschauung ent^ 
Ergebnis analjtiach best&tigt; denn für [innerhalb 
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{x,x-i-Ax)] gleichnamige y', y" wird x>i, für undeich- 
oamige y, y" wird x <S, d. h. der Scboittpunkt der beiden 
Normalen liegt im ersteren Falle linke, im letzteren rechts 
vom Bc^D {x,X'\-Jx). 

Dies bleibt gültig, wenn sich der Punkt Q dem Punkte P 
beliebig nähert Für limJa; = gehen aber (6a), {(3b) über in: 



(I) 



e-x— 



_^a+,,, ,_,.l+f. 



I. „Die Normale eines Kurvenpunkt es P(3;,)/) 

wird von der eines benachbarten Punktes 

Qix + Ax,ij + Ay) in einem Punkte f, ij (6a), (6b) 

getroffen, der, wenn Q gegen P konvergiert, 

ebenfalts gegen eine bestimmte Grenzlage (I) 

M{i,Tj) konvergiert« 

Für alle Punkte P{x, y) eines konkaven resp. konvexen 

Bt^ns ist also die Abszisse f von M größer resp. kleiner als 

X und umgekehrt 

Die Gerade N*(x) = ist oßfenbar die durch den Punkt M 
gelegte Senkrechte zur a;-Achse, 



■P'^Äi; 




Sei B die Entfernung PM, also iJ« = (f — x^) + (13 - y)*, 
> fließt aus (I): 



(la) 



^,/(r+7^s 



wo das Vorzeichen der Quadratwurzel negativ gewählt sein 
mag, so daß R gleichzeitig mit y — r], d.h. mit —y" positiv 
resp. negativ ausfällt 

Umgekehrt drücken s ich d ann y—t] und §—x, verm^ 
(I) und (la), sowie § 15, (Vüc) aus, wie folgt: 
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(ib) 






+yi+!/" 



wo t wieder den Winkel zwischen Tangente und d:-Ächse 
bedeutet. Da die Strecke R = PM auf der Normalen von 
P liegt, 80 genügt, wie aus 
der Figiir2(te, re8p.20b her- 
voigeht, die Kenntnis des 
Wertes (la) von B, um 
aus ihr die Relationen (Ib) 
und (I) herzuleiten. 

Es ist nicht ohne 
Interesse , den Grenz- 
prozeß, der den Funkt M Flg. aob. 

als Schnittpunkt der Ge- 
raden N(x)^0, N'(x) = lieferte, auch für die Tangente 
durchzuführen. Nach der DeSnitiou der Tangente (§ 15) ist 
die Grenzlage des Schnittpunktes der Tangente in P{x,y) 
mit der in Q{x + Ax,y-\-Aif) für \ubAx = der Kurven- 
punkt P selbst, ausgenommen den Fall, wo beide Grenz- 
lagen aufeinander fallen , so da£ ihr Schnittpunkt nn- 
bestimnit würde. 

Die Gleichung der Tangente in P{x, y) war (§ l.'j, (IV)): 




(7) nz)=(s- 

Es wird also: 



^)y-('y-y) = o. 



= -/+/+ (1-3;)/'= 0. 

Solange also j^'=HO, folgt aus (7) und (8) f — :c = 0, 
j;— y = 0, d. i der Punkt P. Ist t^r y=0 im Funkt« 
P{x,y), 80 wird die Gleichung (8) identisch erfüllt, d, h. die 
Tangente in P fällt mit ihrer ,^oneekütiven" zusammen, oder 
wie man auch sagt, es liegen drei unendlich benachbart« 
Punkte der Kurve in einer Geraden. Ein solcher Punkt P 
heißt ein „Wendepunkt" der Kurve. In Übereinstimmung 
damit mu8 der Punkt M, als Schnittpunkt zweier im Grenz- 

W. Fr. Heyer, Integrolrechnuiig. 15 
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falle parallelen Normalen uDendlicli weit liegen, tmd in der 
Tat lehrt (la), daß R dann uoendlicli groß wird. Für eine 
Grerade ist, wie ihre Gleichung ax + by + c—0 zeigt, in 
jedem ihrer Punkte y"=0, also jeder ihrer Punkte, wie auch 
geometrisch einleuchtend, ale Wendepunkt anzusehen. Um- 
gekehrt folgt aus y"=0 sofort i/=a, p^ax-\-b, d. h. die 
Gesamtheit*) aller Geraden der Ebene. 

Für einen Kreis, dessen Radius mit a bezeichnet sei, 
schneiden sich je zwei Normalen, also auch zwei konse- 
kutive, stets im Mittelpunkte M, d. h. es ist R konstant, 
= a. Betrachtet man einen Bogen As des Kreises, der zum 
Zentriwinkel Aip gehöre, mit den Endpunkten P, Q, so ist 
As = aAw, also: 



(9) 




also auch: 






ds 


(10) 


dfp 



Der Winkel A<fi läßt sich auch auffassen als die Difie- 
renz der beiden Winkel, den die Kreistangenten in P, Q mit 
irgend einer festen Achse, z. B. der 3;-Achse bilden, Ist 
also, wie früher, t der Winkel der positiven a;-Achse mit 
der positiv gerichteten Tangente in P{x, y), so wird 
Atp = ±Ax, somit, gemäß (9), (10): 

(n) +ü_^_*:|l, 

— dt dx dx 

wo das Vorzeichen noch geeignet zu bestimmen sein wird. 
In dieser Gestalt ist die Formel fSr R einer Über- 
■ tragung auf eine beliebige Kurve y = f{x) fähig. Beschränkt 
man sich auf einen sehr kleinen Kurvenbogen (P, Q), so 
v/itA man ihn angenähert als einen Kreisbc^en ansehen 
können, und sonach versuchen, B durch die Festsetzung (II) 
zu deßnicren. 

Für einen unendlich kleinen Kurvenbogen, als Kreis- 



endlioh groß werden und zugleich , gegen — konvergieren ISßt. 
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bogen betrachtet, liegt die Strecke R auf der Kurven- 
normale; es erübrigt nur nocb, die Übereinstimmung der 
Aasdröcie (la) und Jl) für B nachzuweisen. Nach § 11, (21) ist 

-=-- = yi+y'*, audererseits wegen tgT = ^, t = arctgy aber 

dz ?/' 

-j— = - - , somit: 

i. e. die Formel (la), wo, wie auf S. 224 die Quadratwurzel 
negativ genommen werde. 

Die Größe B wird somit als ein Maß der Krümmung 
der Kurve an der Stelle P(iC, y) anzusehen sein; da ^ als 
Kadius eines Kreises erscheint, der in P die Kurve ersetzt, 
so nennt man diesen Kreis den Krümmungskreis der 
Kurve in P, und seinen Radius B den zugehörigen Krüm- 
mungsradius: 

II. „Ist As der Bogen der Kurve y = f(x), 
von P[x, y) bis zu einem benachbarten Punkte 
Q{x-\-Ax,y-\-Ay),Ax der positive spitze Winkel 
zwischen den Tangenten in P,Q, so ist der 
Krümmungsradius R der Kurve an der Stelle 
P definiert durch: 

Für den Kreis war der Krümmungsradius konstant 
(nämlich gleich dem Kadius a); umgekehrt firagen wir jetzt 
nach allen Kurven mit dieser Eigenschaft. Die Gleichung: 

,12) ü_.-jEZf 

ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung, deren direkte 
Integration auf Schwierigkeiten stößt. Man stelle daher 
lieber .B als Funktion der natürlichen Variabein r dar. Der 

1 «" 1 

VenEleich der Ausdrücke -f7 = — - — r und coar = — ,._-v_ 

15* 
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Ufit eine nahe Beziehung zwischen R und (eosi)' erwarten. 
Ib der Tat hat man: 

(13) . , 

demnach unter BerQckeichtiguDg der VorzetchcDiegel füi- H 
(8. 224); 

(14) - ' „-•'="'''_/,i„,. «"' _^coB,-(.i.rf: 
' li y auiT ' 

„Der Krümmungsradius R einer Kurve 
y^f(x) an der Stelle P{x,y) läßt sich durch 
den Ausdruck 

(sin 7)' 
festlegen." 
Im vorliegenden Falle iJ = « Uefert die erste Integi'ation, 

wenn man a — — — eetzt: 
« 

(15) siür = fl:j; + c= -^^-. 

Durch Quadrieren und Auflösen nach if kommt: 

OiX + C 



(16) 



n-ioix+cf' 



also, da \^\—(ixx + c)ä]'= ^ . ., J^ , durch zweite Inte- 

gration: yi — (aa; + c)« 

(17) «(y_y^) = _yrz:j«arj:cj*, 
oder quadriert: 

(170 «%-^«)' + {«:c + c)' = l, 

oder, bei Wiedereinführung von a = — : 

(18) (y~y^Y + (x-caY^aK 

Das ist in der Tat die Gleichung eines Kreises mit 
willkürhchem Mittelpunkt {ca,y^) und dem Kadius a; der 
Kreis ist also charakterisiert als die Kurve mit kon- 
stantem Krümmmigeradius. 
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Man nennt einen kleinen Kurvenbogen (P, Q] um so 
stärker gekrümmt, je mehr er von der geradlimgeo Strecke 
PQ abweicht, je kleiner also der Radius des den Bc^n er- 
setzenden Kreisbogens ist 

In Übereinstimmung damit werde die Festsetzung ge- 
troffen: 

„Unter der Stärke (Intensität) Kder Krüm- 
mung oder kurz der Krümmung Ä" selbst einer 
Kurve an der Stelle P{x,y) wird der reziproke 
Wert des Krümmungsradius B. verstanden: 

(in) ^=^." 

Der Krfimmungakreis erschien als ein Kreis, der die 
Kurve an der Stelle P zu ersetzen geeignet ist, der sich ihr 
also daselbst so eng als möglich „anschmiß"; da ein Kreis 
durch drei Punkte bestimmt ist, wird daher der Krümmunge- 
kreis erhalten werden als die Grenzlage des Kreises, der die 
Kurve im Punkte P{x,y) berührt fd. i. daselbst die nämliche 
Tangente besitzt) und noch durch einen Kurvenpunkt Q{x-\-Ax, 
y-\-Ay) geht, der gegen den Punkt P honver^ert. 

Ii^od ein Kreis, mit dem Radius r, der die Kurve in P 
berührt, dessen Mittelpunkt(ix,^ also auf der Kurvennormalen 
von P liegt, ist in laufendenKoordinaten^,?) dargestellt durch: 

(19) (f-<,)= + (,-ffl'-r>, 

oder auch, da oi — x = rsa>r, y — ß = rcosT, durch: 

(20) {S — X — r smry + (ti — y -\- r cosr)^ = r^ , 
oder, nach r aufgelöst: 

(21) ^,__i s-'=r-+(i- !ii . 

($ — x) sim ■— {r/ — i/) aost 

SoUderKreisnochdurch den Kurvenpunkt Q(a: -i- Ja:, ff -|-Jy) 
gehen, so muß (21) für ^ — x=^/ix, ri—y = Ay erfüllt sein, 
also, da {§ 15, (VHa)): 

/ 1 
sinr = , t, ■ , cosT=-- - - : 
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gl& Krammung 


einer Kurve bei rechtwinkl. Koordinateo. 


■2r=[n- 


(A^Y] Ax 


\Ax) \ . Ay 
Ja; 


= h 


m^^^'^--\- 




'j-Ti. 



(22) 



Nach dem erweiterten Mittelwertsatz (Diffr. § 19,(6)) ist: 
(23) /-j|--^n«+0/l«), 0«K1, 
wodurch (22) übergeht in: 

(., ■ _._hia^ 

Geht man jetzt zur Grenze Iim<Ja: = fiber, so resul- 
tiert in der Tat der Ausdradi (la) -H= -„ViT+y^ für den 

Krümmuiigsradius ü = r (bei negativ genommener Quadrat- 
wurzel). 

Durch eine analoge HechnuDg gelangt mau zu dem- 
selben Ergebnis, wenn man einen Kreis durch drei Kurven- 
punkte ^1, §j, Qg legt, und diese sodann beliebig g^en 
den Kurvenpunkt P konvergieren läßt. Man bedient sich 
daher der Ausdrucksweise: 

„Der Krümmungskreis einer Kurve an 

einer Stelle P ist der durch drei dem Punkte 

P unendlich benachbarte Punkte gehende 

Kreis." 

Die zugehörige ßechnung möge in allgemeinerer Weise 

und für zwei beliebige Kurven y = f{x), ri = <p{x) ausgeführt 

werden. Für ein kleines Intervall {x—Ax, x-\-Ax) sollen 

die Funktionen f{x), <p[x) so weit nach der Taylorschen 

Eeihe (DifFr. § 19) entwickelbar sein, als es für die jeweilige 

Frage nötig erscheint. 

Beide Kurven haben dann und nur dann den Punkt 
P{x, y) gemein, wenn: 
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Der Punkt P heißt dann ein „Schnittpunkt" beider 
Kurven. 

Soll auch Q{x + Ax, y + Ay) ein Schnittpunkt aein. 
80 gilt: 

(26) f{a;+dx) = (p{x + dx), 

oder, wegen (25), nach Unterdrückung des (nicht ver- 
gehwindeiideii) Faktors Ax: 

{26')f{x + &Ax) = (ff{x + ^iAx) (0<i><l, 0<i>,<l). 

Konvergiert Q gegen P, so geht (26') über in die Bedingung: 

Man sagt dann, beide Kurven berühren eich in F, 
genauer, in der ersten Ordnung, oder auch, sie haben 
an der Stelle P zwei konsekutive Pnnkte gemein. 

Da f(x) = (p'(x) nach § 15, (VII) die Sichtung der Tangente 
in P bestimmt, so haben beide Kurven unter den Bedin- 
gungen (26), (27), und nur dann, in P eine gemeinsame 
Tangente, 

Dasselbe Kesultat wird allgemeiner erzielt, wenn zu- 
nächst die eine Kurve, etwa r3 = <p{x), zwei Punkte (a;-|- Ja;,), 
{x+Axj), mit der andern, y^^f{x) gemein hat, und wenn 
man sodann beide Punkte unabhängig voneinander auf der 
Kurve y = f{x) gegen den Punkt F{x) konvergieren läßt. 
Denn aus den Bedingungen: 

(28) fix-\-AXj) = *p(x-^Ax^), f(x-\-Ax^) = (p(x-^Ax.} 

folgt nach dem Mittelwertsatze, für &-i , -d-^ , e^ , e^ zwischen 
und 1: 

.^QAf(^) + d^nx-\''»iAxCi^<p{x) + Ax^fjf{x + eyAxCi 
\f{x)A-Ax^f(x-\-'»^Ax^) = ip{x) + Ax^<p'{x^e^Ax^), 
und durch Subtraktion: 
(30) Axi \r{x + &i Ax^) — q/ix + El Ax^] 

— Ax^ \f{x+''&^ Ax^) - ip'{x-\-e^ Ax^)] = . 

Da Ax^ und Ax^ unabhängig voneinander gegen Null 
konvei^eren sollen, setze man Axi = llcc^, Ax^^^l^a.^, wo 
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ix^, (Xg beliebige endliche Variable darstelleti, und lLmC = 
sein solL Läßt man den Faktor ^ weg, so mÜBsen die 
Faktoren von «j, «^ einzeln verschwinden, und es kommt: 

(27) /'(^) = <p'(^). 

Andererseits folgt direkt aua {29) für lim Axi = , 

limJa^ä = 0: 

(25) W -»>(«), 

ond umgekehrt werden die Gleichungen (29) unter den Be- 
dingungen (25), (27) und für lim Ja;^ = , lim z( 373 = erfüllt. 
Man gehe nunmehr einen Schntt weiter; beide Kurven 
sollen eich im Funkte P{x, y) berühren und überdies noch 
einen Punkt \x-^Ax, fix + Ax)\ gemein haben, Bodaß: 

(u)m=<p{x), n^)=<p'{x), f{x+jx)=^{x+/tx). 

Entwickelt man die dritte Relation(31) nach derTaylor- 
sehen Reihe bis zu den Gliedern mit f", tp" inkl., so bleibt 
wegen der ersten beiden Belationen (31): 

(32) f\x -^&Ax) = 9="(ic + ^1 Ja;) , 

und somit für limJ:r = 0: 

(33) rw—zw- 

Zugleich erkennt man, bei Weiterentwicklung beider 
Seiten von (32) um je ein Glied, daß, wofern nur f"{x)-^ 
fp"'{x), nicht noch ein weiterer Punkt der Kurve r) = ip(x) 
in P hineingerückt sein kann. 

Allgemeiner seien vrieder {x-\- Ax^), {x-\- Ax^, [x-^ Ax^ 
drei Punkte der Kurve y = f{x) in der Nähe von P{x , y), 
durch die auch die andere Kurve gehe: 

(34) f{x-^Axi)='(p{x + Ax^, (i=l,2, 3), 

oder entwickelt: 

f t{x) + Ax, r{x)-^\Ax} rix+»iAxi) 

p{x) + A x] <p'(x) +}Ax^ <f"{x + «,- A X,) 

/'0<#(<1, 0<e,<lA 

[ i=i,2,3 ;■ 
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Nach zweimaliger Subtraktion folgt unter Benützung 
der AbkürzuDgen f, <p, f, <p', f'g^, q/j^,: 

und hieraus wiederum, durch reep. MultiplikatioD mit Ax^ 
— AXn, Ax^—Ax^, und Subtraktion: 

(37) = (Axy ~ Ax^) [AxiÜ'i^ - <,) - /fa^ {fX - tp".^] 

-(Ax,-Ax,)[Aa^,(f'l-^':^-Axi{f%,-<p",:)\. 

Setzt man nunmehr wieder J^i = ^ai, Ax^^Co^n 
AXg = CiXßf wo »1, iXg, a„ verschieden und endlich variabel, 
und lim^c^O, spaltet den Faktor ^^ ab und geht zur Grenze 
über, so resulü^, für f'=f'(x), (}/'=ip"(x): 

(38) r- ?>^[(«, - «.) («! - «ä) - («. - «,) («! ~ «ä)i 

und damit: 

(39) r-<p"- 

Wendet man jetzt, unter Berücksichtigung von (39) den 
Grrenzprozeö lim« = auf die erste Relation (36) an, ao 
ei^bt sich: 

(40) (/•-,,■)(«, -«,)-0, 

also: 

(41) r~r', 

endlich, unter Anwendung von (39), (41) auf die erste Re- 
lation (35): 

(42) /■=9P. 

Umgekehrt sind, unter den Bedingungen (39), (41), (42) 
und lima: = die drei Relationen (35) erfüllt. Man sagt 
dann, daß beide Kurven an der Stell« P(x, y) eine Be- 
rührung zweiter Ordnung haben oder sich oskutieren. 
Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daß f^^i{x)d^ifß'i(x), 
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daiiii kann, wie die abermalige Weiterentwickluog vOd (34) 

um je ein Glied lehrt, kein weiterer Schnittpunkt l)eider 

Kurven in P hineinrücken. 

Setzt man dies Verfahren fort, so gelangt man zu 

dem Satze: 

III. „SolleineKurvey = 9i(a;)durch»Punkte 
(ar-l-iJa;,), {x-\- dx^), . . ., (ar-f-Ja;«) einer Kurve 
y = fix) unter der Voraussetzung gehen, daß 
alle n Punkte der ersten Kurve gegen einen 
und denselben Punkt Pix, y) konvergieren, 
so ist dazu notwendig und hinreichend, daß: 

(in) m^^(x), m^<p\x), ..., 

Soll ein weiterer Punkt derart nicht exis- 
tieren, 80 ist dazu notwendig und hin- 
reichend, daß: 

Die beiden Kurven haben alsdann an der 
Stelle P(ic, 1/) eine Berührung («— 1)*®'' Ord- 
nung." 
Im besonderen kann eine solche Berührung (»—1)*"' 
Ordnung auch dadurch erzielt werden, daß man eine Be- 
rührung (k — 2)**'' Ordnung in P als bereits vorhanden an- 
nimmt, und sodann verlangt, daß noch ein weiterer Punkt 
{x-^Ax„) iur lim^a:„ = beiden Kurven gemeinsam sei. 
Der Satz III möge nunmehr auf einen, die Kurve y=f(x) 
in P(a:, y) oskulierenden Kreis angewandt werden. Danach 
sind in der Krei^leichung: 

(43) {cc-a)^ + (y~ßY-R-^ = (} 

die Konstanten ix,ß,R so zu bestimmen, daß für beide 
Kurven )f(x), y'{x), y"[x) übereinstimmen. 

Um y' und i/' aus (43) zu erhalten, hat man zweimal 
nach X zu differenzieren. Die erste Difierentiation liefert: 

(44) ^p{x,y,'i/) = {x-c,) + {y~ß)i^^O, 
die zweite: 
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d. i.: 

(45) (i+y^) + (y-^)y"=0. 

Aus (44) und (45) ergibt sich: 

,46, y-ß.-'^i^ 

und damit aus (43): 

(47) 

das sind aber gerade die Formeln (la), (Ib) für Mittelpunkt 
{ix,ß) und Radius li des Krümmungskreises. Ersichtlich deckt 
sich die soeben ausgeführte Rechnung mit der dortigen, wo 
der Krümmungsinittelpunkt (<%, ß) als Schnittpunkt zweier 
konsekutiven Normalen erschien. 

Wendet man den Satz HI auf eine die Kurve y = f{x) 
in P{x, y) berührende Gerade y = oa: + fe an, so gelaugt man 
umnittelbar zur Gleichung der Tangente. Soll dagegen die 
Gerade die Kurve oskuHeren („Wendetangente" sein), so 
resultiert die Bedingung ^'=0, in UbereinatiramuDg mit 
S. 222. 

Soll endlich der Krümmungekrels der Kurve y = f{x) an 
der Stelle F(x, y) mit der Kurve daselbst eine Berührung 
3. Ordnung eingehen (sie „hyperoakulieren"), so ist (45) 
nochmals zu dinen 



(48) 2y'f+ y'y"+ (y - ß}f'^ . 

Dies liefert in Verbindung mit (45) das Kriterium: 

(49) 3yy'^-y'"(l+y'3) = 0. 

§ 19. Der Krämmangskreis bei Poltu-koordinaten. 



Indem wir von der Definition des Krümmungsradius 
(§ 18, (II)) ausgehen: 

(1) ^M = ^. 
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denken wir unB (p als unabhängige Variable, also als Glei- 
chung der Knrve (cf. § 17, (I)): 

(2) r-FW, 

dann niiiunt (1) die Gestalt an: 

Der Zähler s'=--- bestinunt sich iremSß § 11, (I"), filr 

(4) ''=|^-lf^'. 

WO die Quadratwurzel positiv oder negativ zu nehmen ist, 
je nachdem s (oder auch x) bei wachsendem <p zu- oder 
abnimmt. 

dip 

erinnere man sich an die zwischen den Winkeln r, ip, fx be- 
stehende Relation (§ 17, (2)): 



(5) i-v + Ai Peap. i-y + ^-x, 




wora™,£ar,'-^;-, /-l^folBt: 




(6) .'-1 + /.'. 






=^,d.i. 


(7) /•- "Ctg^, 




mithin wird //= ^,- -^^ — , oder: 




I+pi 




, ^s _ r?^ 




(8) / „^,., 




und somit, gemäß (6): 




(») -''^i:;:"'. 
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Die Formeln (3), (4), (9) liefern daher ßr R den Ausdruck: 



wo man das Vorzeichen der Quadratwurzel gemäß (4) und 

dx 
S. 2'24 negativ oder positiv nehmen wird, je nachdem t— *) 

positiv oder n^ativ ist Die Fonncl (I) läßt sich aacb 
direkt aus der früheren in rechtwinkligen Koordinaten (§ 18, 

(10) Ji_^i(I +»'>)* 

ableiten, wenn man statt x, y die Polarkoordinaten r, tp einführt 
Es war nach § 17, (4): 

dy dy dx r cos 9? + / sin ^ 
dx dip ' dip r'cosqi — r siaip' 
somit kommt, da 

(r' cos 9; — r sin 9;)* + (r cos 95 + r' sinqp)* = r^ -(- r*^ ; 

(12) yT+7-._ 1 y,.+/., 



in tJbereinstJmniung mit (4), da 

yiT7._4i(§ii,(2i))=fi,-^. 

' " dx ^° > V '/ ^^ ^^ 
Ferner hat man: 

rff/ dl/ dx 
(13) y"^'Jf-="-^:^. 

^ ' " dx dip d()i 



*) Da nach g 17, (4) und (!'), j- = — rsin^c + r'oo89' 

^-}- ]'r^ -\- r^ eos(<p -{- 11) , so ist , zugleich mit cos(f-\-i') positiv 
resp. negativ. 
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ÄUB (11) et^bt sich durch DifferentJiereo nach <p, nach 
leichter Kechnmig: 



<^*> il^) ^ 



(^y^ 



^r^^2t^'--rT", 



und damit: 



Die Substitution der Werte von yi -j- y'^ und j/" aus (12) 
und (15) in (10) fuhrt unmittelbar zur Formel (I), und zwar 
wegen (12) und S, 224 mit der nämlichen Vorzeichenregel. 

Nach § 18, S. 226 war ^'= die Differentialgleichung 
der geraden Linien in rechtwinkligen Koordinaten, demnach 
lautet gemäß (15) diese Differentialgleichung in Polar- 
koordinaten*) : 
(16) rs+2r'* — rt^'=0. 

Wie ursprünglich der Krümmungsradius R in unmittel- 
barer Beziehung stand zu zwei konsekutiven Kurventangenten 
resp. Normalen, so wird auch zwischen M und den beiden Loten, 
die sich vom Pole auf zwei konsekutive Tangenten fallen 
lassen, eine engere Verwandtschaft bestehen, oder auch, wenn 
l die Länge des Lotes von auf die Kurventangente im 

Punkte P{r,<p) bedeutet, zwischen R und ^— resp. -j— . 

Man gelangt zu dieser Beziehung einmal direkt von (7) aus, 
unter Benutzung der Formeln (§ 17, (I')): 

(17) 



(18) 



, ir' + r" ir' + t" 

Aus (3), (4) and (6) erbält man: 

1 _ 1+^ _ 1 , f^' 



fr^ + T'* fr^ + T'^ ir^ + T'^ 



*) Die Gleichung (16) läßt sich auch direkt aus der Gleiobung 
einer Geraden in Polarkoordinaten ableiten. Die Ableitung wird 
am durohsichtigaten, wenn man den reziproken Radiusvektor ein- 
fahrt, s. u. bei (160. 
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oder nach MultiplikatioQ mit r, unter HeranziehuDg von (17): 

,,-,»■. dfi d<p . dft d{remu) 

{19) -p-=sin/i+rcos/t™- --j^ = sin/t+rcoe/t-~-= ■■ '^ ■ 

Nnn ist i-sin^ die Länge des Lotes l, wodurch (19) 
übergeht in die „Eulersche Formel": 

.j . 1 1 dl , ^ dr 

(la) = = — -^ , oder ^ = r-^, 

E r dr dl 

die sich auch, analog zur Darstellung des § 18, (II') in der 
Form schreiben läßt: 

dl ■ 

Umgekehrt wäre man zu (la) auch durch Bildung von 
dl dl , 

^^^. resp. ^ gelangt. 

Eine weitere, für viele Anwendungen geeignete Gestalt 
gewinnt man für R, wenn man statt r den reziproken Wert 

e = — als abhängige Variable einfuhrt. Es ist; 

r' rr''— 2/2 

(20) e' = -^.- -^ r^ ■ 

Dividiert man demnach Zähler und Nenner von R in 

(I) mit r^, 60 erhält man: 

Das Verschwinden des Nenners: 

(21) e + e"=o 

wird somit wiederum alle Geraden der Ebene darstellen. 
Dies läßt sich direkt bestätigen. 

Die Gleichung einer Geraden in rechtwinkligen Koordi- 
naten ist ax + by^c, also, da x = rcoa(p, y = r»m(p, in 
Polarkoordinaten : 

(22) — = cq=-- a cos <p-\-bsin<p , 

woraus sofort folgt: 

(23) cg"= — (a C0S9J + 6 sm(p), 
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und damit (21). Führt man in (21) wieder rückwärts 

r = r- gemäß (20) ein, so entsteht (16). 

Umgekehrt läßt sich (21) leicht int^;rieren. 
Schreibt man (21) in der Gestalt: 

(24) 2o'e"= — 2ee', 

80 liefert die erste Integration: 
nnd die zweite § 2, (7): 



(26) <p — q)^= aicBinl-rj , Q = kain((p — q>^)= 

d. i aber (22). Fflr limc = ei^ben sich die Geraden 
durch den Pol. 



§ 20. Aufgaben Ober den KrnmmnngBriidias. 

Aus den Fundamentalformeln (VII), (la) der §§ 15, 18 
für rechtwinkelige Koordinaten: 

(1) tgr^f, fi_-L(l+ä^.)? 

folgt der dem Satze des § 16, (H) zur Seite stehende Satz; 
L „Jedes mathematische Gesetz zwischen 
der Lage eines Knrvenpunktes, der Richtung 
seiner Tangente, und der Stärke der Krüm- 
mung daselbst führt zu einer Differential- 
gleichung 2. Ordnung: 

(I) («.s,»".*")-» 

und umgekehrt." 

Denn sobald man in (I) y"= ' - "'^^ ^' , y'=tgt setzt, 

entsteht eine Ilelation zwischen x, y, z und Ü. 

Vergleicht mau den Ausdruck für Ü in (1) mit dem 
für die Kurvennormale (§ 16, (Ic)): 

(2) rt=?/VT+7^, 
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§ 20. Aufgaben Ober den Krümmungsradius. 341 

WO die Quadratwurzel positiv zu uehmen war, so gelangt 
man zu einfachen Differentialgleichungen (I), wenn Jt einer 
ungeraden Potenz von n proportional angenommen wird, da 
alsdann die Irrationalität herausfällt 

A. Für welche Kurven ist M mit n proportional? 

Soll 

(3) n hM 

sein, so ei^bt sich nach Hebung des Faktors +}T+^(dessen 
Verschwinden keine reelle Kurve liefern wurde s. § 16, 
S. 192 Anm.) und Heraufmultiplikation, mit y": 

(4) Df-'-il +!/')■ 

Sei y'=p, also y"=p'=-=-, so nimmt (4) die Gestalt 
einer Differentialgleichung 1. Ordnung in p an: 

Hier wird man p als unabhängige Variable einfuhren, 
also setzen: 

, dp dti dp 

dann gebt (5') nach Multiplikation mit 2 über in: 

Links steht im Zähler die Ableitung des Nenners 1 -\-p* 
nach y, somit liefert einmalige Integration, für y als eine 
willkürliche Konstante: 

(8) '+-'"-(7)'"' 

, , \ dx 



dy «°*B«1««'^ 



»Tj Integralrechnung 



'W 
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242 § 20. Aufgaben ttber den KrOmmungaTadiu 

Die zweite Int^ratioD liefert daLer, für x, 
weitere Integration skonstante : 

(A) 



--/, 



Man nennt die durch (Ä) dai^estelllen Kurven, für die 
also R mit n proportional ist, Ribaucoursche Kurven. 

Wir begnügen uns hier mit der Ausführung der Falle 
>' = ±1. ±2. 

Ai- « = -1: 

(10) .-., = r :"/^^.-,y-,.. 

Quadriert man, so resultiert: 
(Ai) (x-a^)« + »/^ = y-, 

d, i. die ™^*Schar*) der Kreise mit willkürlichem Badius (y), 
deren Mittelpunkt auf der a:-Ächse eine beliebige Lage (a^) 
besitzt. Umgekehrt ist evident, daß für alle diese Kreise 
Jl gleich n, d. i. gleich dem Radius ist. Die Bedeutung 
des negativen Vorzeichens von x Hegt darin, daß Krümmunge- 
radins und Normale in dieselbe Richtung fallen. In der 
Tat ist für die, obere Kreishälfte y positiv, y" negativ. 
Nimmt man die Quadratwurzel, wie aus der Ableitung 
hervorgeht, in Jt und « mit verschiedenem Vorzeichen, eo lehren 
(1) und (2), daß R und n gleichnamig werden. Für die 
imtere Kreisbalfte ändern nur y und y" zugleich ihr Zeichen. 

A,. « = +1: 

(11) -^-^=/'- -f-^--=%+>^inr79), 

wie in § 2, (23) gezeigt Wie dort, fuhrt die Umkehrung zu: 

2« '-^ _.'--^ 



•) Han versteht unter einer tx>"-Seliar von Gebilden eine 
von n willkürlichen, voneinander unabhängigen Parametern ab- 
h&ngende. 
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§ 30. Äu%aben über den ErQmmungsradiuB. 343 

i. e. die <xi- Schar von Kettenlinien mit fester Achse {als 
a> Achse), aber willkürlicher Lage (Xg, y) des Scheitels. IMe 
Konstraktion des KrümmungsmittelpuDktes der Ketteolinie 
ist damit vod seibat erledigt. Die RichtuDg von M ist der 
von » entgegengeaetzt; in der Tat sind jetzt p und y" gleich- 
namig, nämlich positiv bei positivem y, n^ativ bei nega- 
tivem y. 



-/FF-"/ 






oder nach Qnadrierang: 

(A.) > = *-^^ + f- 

Schreibt man p statt 2^, so wird (Aj): 

nach § 16, (44) die Grleichung der oc^ Schar von Parabeln mit 
der X-Achse als fester Direktrix, aber willkürlicher Lage 

[iCo, I) des Scheitels. 

Über das Vorzeichen von E und » gilt dasselbe, wie 

bei Ag, 

A,. « = -^: 
(13) x-x^^Uy^^. 

Das Int^ral rechterhand ist in § 14, (TV) ermittelt 
worden; schreibt man 2a statt y, so kommt: 

(A4) x — Xfy = a{ip — aisiip), y = ai\ — coey), 

d. i. die 00^ Schar von Zykloiden mit der rivAchse als 

Achse, die dnrch ii^end einen Punkt eines Kreises mit 

beliebigem Badius (a) erzeugt werden, der auf ;r-Achse 
entlang rollt. 
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244 § ^- Aufgaben Aber den KrUmmungsradiuB. 

Hier ist y positiv, j/" negativ, resp. umgekehrt, womit 
das negative Vorzeichen von x erklärt ist. 

Fa£t man die Falle (Äj) bis (Ä^) zneammen, so erkennt 
man, daß der Kreis, die Kettenlinie, die Parabel und die 
Zykloide die gemeinsame Eigenschaft besitzen, daß ihr 
Krümmungsradius proportional der bis zu einer gewissen 
Achse gerechneten Normale ist. 

B. Il'ür welche Kurven ist iJ proportional mit w^? 

Die Forderung —}<It = n^ reduziert sich auf: 

als abhängige Variable, so erhält (14) die Crestalt: 

(.5, 2^f = ?2, oder t'' = ^- 

^äij y^ dy dy 

Die erste Integration liefert, wenn man die willkür- 
liche Konstante mit — bezeichnet: 



(16) 


p'~r 


9 


oder: 
(17) 


ix 
äy 


vT-' 


Die zweite Integratioi 


1 ergibt: 


(18) 


x-x,. 


-y^-- 


mithin, wenn 
Aufgabe: 

(B) 


man quadriert^ als allgemeii 

{x-x,)'-jy' xf>. 



Lösung der 



Die Gleichung (B) stellt eiae oo^ Schar von ähnlichen 
und ähnlich gelegenen Kegelschnitten dar (s. § 16, B.), deren 
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§ 20. Aufgaben über den Krümmungsradius. 245 

Mittelpunkt eine beliebte Lage (Xf,) auf der a;-Aehse be- 
sitzt. Man unterscheide zwei Hauptfälle (B^), (Bf), je nacti- 

dem x = — n positiv oder negativ ist, 
B,. X positiv "P^: 

ptyi piy 

Soll ein reeller Kegelschnitt resultieren, ist ;' positiv 
anzunehmen. 

Der Vergleich mit der Mittelpunktsgleichung : 

(19) |*_fcji5!)!=l 

lehrt, daß (Bi) Hyperbeln sind, mit der x-Achse als Neben- 
achse, und 2 = E^ — l=y, Tz'^P-- 
B^. X negativ, = — ^': 

fr' p'y 

Für positives y vergleiche man mit: 

(20) fc:iL.).'_g_i, 

so daß (Bj) Hyperbeln darstellt, mit der »-Achse als 

Hauptachse, und , ^ = --■■■■■ . = y , -^ =p^ . 
Ist dagegen y negativ, =^ — j'i : 

(Ei) L-^.^^)^ + 4L = i, 

p-y, p'n 

so liegen offenbar Ellipsen vor. .Je nachdem /i>l oder 
<1, fällt die JT- Achse in die Richtung der Haupt- resp. 

Nebenachse, und es ist ,-^"=, s = }'ii ^^P' ^ resp. 

Dji,:sd.i Google 



246 § 20. Äuf^ben ober den Krümmungsradius. 

In allen Fällen sind £ und x^ die beiden willkürlichen 
Konstanten; ist n auf die Nebenachse bezf^n, so hat man 

j>' = Vg = + x, ist dagegen » auf die Hauptachse bez(^;en, 

80 wird ^'= - -,= — x d. h. p = y— x ist der Parameter der 

K^elsctinitte. Durch geeigneten Grenzübergang gewinnt 
man auch die Parabel. Es genüge, von der Ellipse (Bj) 
ausziehen. Läßt man die Konstante y^.= — y für j*! > 1 
über alle Grenzen wachsen (d. h. e ge^n 1 konvei^eren), 
so gilt das Nämliclie auch von den Ualbacbsen a^py^, 
b=p^i, während der Parameter p = ^—x fest bleibt 
Dann gehen aber die Ellipsen (Bi) in eine oc^ Schar von 
kongruenten Parabeln über, mit der ir-Achsc als Achse, 
festem P^ameter j» = V — x , aber beliebiger Lage des 
Scheitelpunktes. 

Umgekehrt mögen jetzt die Ergebnisse an der gemein- 
samen ScheitelgleichuDg der Kegelschnitte verifiziert werden ; 
eine einfache Konstruktion des Krümmungsradius schließt 
sich von selbst an. Indem wir uns auf den Fall der :r-Ächsc 
als Hauptachse beschränken, und die Konstante x^ so ge- 
wählt denken, daß der Scheitel der Anfangspunkt wird, 
gehen wir aus von: 

(19) y^ = 2px + qx'^, 

wo p ■wiederum der feste Parameter ist; q ist bei der M- 

},i fei 

lipse = ;, bei der Hifperbe! = + -i, bei der Parabel =0, 

also in allen drei Fällen; 

(20) l + ^=£^ 

Einmalige Differentiation von (19) nach x liefert: 

(21) yi/-p-^qx, 
also: 

(22) n» = 3^2 + 1/ V- = 2j)a: + qx^ +iJ* + 'ip q^ + ff'j^* 

Nochmalige Differentiation von (21) führt zu: 

(23) vf-Y^-'^-q, !/Y'=2f/^-!/»y'-=-P*- 
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Angaben Cber den ErÜmmimgsrftdius. 
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(24) 



n=-^^i{i+^/r- 



Hieraus geht in der Tat hervor, daß (bei negativer 
Wurzel) : 

yiy" p2 ' 

d. i. aber nneere ursprüngliche Forderung (14). 

Um slBoden KrümmungsDÜttelpunkt desKurvenpunktesP 
zu konstruieren (b, Fig. 21), hat man auf der Normale von P 

aus (nach der konkaven Seite) die Liinge n abzatr^;en. 

Der Quotient — ist darstellbar als Kosinus eines Winkels m 




in einem rechtmnkligen Dreieck mit der anliegenden Ka- 
thete p und der Hypotenuse » . Dieser Winkel tu läßt- sich 
aber auch direkt in die Figur eintn^;en. Die Polai^leichung 
der Kegelschnitte ist (§ 17, (13)): 



(25) 



1 — e cos (p ' 
Der Winkel // zwischen Tangente und Krennstrahl be- 
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Zi8 § 20. Au^aben Ober den KranunungBradius. 

stimmt sich gemäß § 17, (I) aus )g^ = -. Hieraus folgt durch 

einfache fiechnuDg: 

(26) sinu = - - ^'. ^ = ^ , 

d. h. a> ist das Koinplement von fi, oder der Winkel zwischen 
Brennstrahl und Normale. Ist also F ein Brennpunkt, so 
errichte man auf der Normale von P, in ihrem Schnittpunkt 
mit der großen Achse, eine Senkrechte, die den verlängerten 
Brennstrühl PF in Q treffe, auf dem letzteren in Q aber- 
mals eine Senkrechte; der Schnittpunkt dieser mit der Nor- 
malen ist der Krümmungsmittelpunkt M. 



In manchen Fällen läßt sich die einer vorgegebenen 
Eigenschaft des Krümmungsradius entsprechende Differential- 
gleichung 2. Ordnung mit elementaren Mitteln nur einmal ■ 
integrieren, aber man gelangt so wenigstens zu einer Eigen- 
schwi der Tangente, die mit der Krümmungseigenschaft 
äquivalent ist. Als Beispiel diene die Aufgabe: 

C. Der Krümmungsradius R soll umgekehrt proportional 
der Normalen n sein, It = . 





Man erliält; 








(27) 






l.Ai +</')' 


v' 


oder. 


für ,/=p. 


'/■- 


dp 




(28) 
(29). 




1 




2 

■~a< 



Um das Integral auszuwerten, führe maii vermöge: 
(30) i> = tgi 

den Winkel i der Tangente mit der j'-Achse als neue 
Variable ein. ' 



§ 20. Aufgaben Über den Krünunungsradius. 249 

Da; 



so wird: 



dp i 1 

i(t cos^r 1 +tg*T 



(31) 2 (7r'',%i.-^(' ^"T'" 'i'- (2,m,cos,d, 

^ J (l +pY- J cos*r J 

= /sin(2T)dT= — ^cos2t = — ^(cos^i — sin^r) 



ikzS'' 



Somit geht (29), wenn y^ eine andere willkürliche Kon- 
stante bezeichnet, über in: 



et^bt: 

(C) 



Die Auflösung nach -7 = ;>- " 



/i A-^ö/'+Ä 



Das Integral ist ein „elliptisches" {s. Abschnitt TV), das 
durch elementare Funktionen nicht ausdrückbar ist. Geht 
man aber zu (31) zurück, so erhält man für die gesuchten 
Kurven die Eigenschaft: 

(C) cos2T = -?-(»,^ + ifg), 

die sich geometrisch leicht interpretieren läßt. 

Bei einer allgemeineren Klasse von Aufgaben fragt man 
nicht mehr nach einer elementaren Auswertung der Integrale, 
sondern ob überhaupt die allgemeine Lösung der voi^legten 
Differentialgleichung durch zwei Integrale, oder wie man 
sagt, durch zwei „Quadraturen" darstellbar ist. 



250 § SO. Aufgaben über den Krüituaungeradius. 

D. Der Krümmungsradius sei eine beliebig g^ebeae 
FunktioD von x allein. 
Man Betreibe: 

(33) I^^-Vi^), 

und berücksichtige, daß gemäß § IS, (II') als Ableitung 
einer Funktion nach x erschien: 

' ^ B dx 

Somit liefert die erste Integration: 
(35) abiT=l<p(x)dx= 0{x) 

HierauB folgt weiter, da 



durch zweite Integ^ution*): 



'iyr^ 



Analog ißt die Aufgabe zu behandeln, wo R eine Funk- 
tion von y allein ist. Denn vertauscht man in (34) die 
:r-Achse mit der ^Achse, so tritt an St«lle von t sein Kom- 
plement, und es wird: 

<3^^ ±B= Ty ' 

wo noch das Vorzeichen zu bestimmen ist. Nun ist: 
darmr dco&z dx . dt \ dz tfsinT 

= — j— j- = — SIHT j--- = — 0091-;- = J~- • 

dy dx dy dx tgr dx dx 

Somit gilt: 

,„ , 1 dsB.t rfcosi 

^'^^^ R^~~d^^ dy ■ 

Man erhält, wie oben, wenn ^^-p(y), 

(38) <iOSz = j<p{<y)dy = ^{y), 

ntb 



*) Die beiden -vrillkürlioheu Konstanten sind in 
beetinuntet) Integralen (3&) und (D) impliüte enthalten. 



§ 20. Aufgaben aber deo KrQmmungsr&dius. 
und, da co8t= ,=zz^., die zu (Di parallele Formel: 

m 

Hieran werde die eDteprechende Aufgabe in Polar- 
hoordinaten angeschlossen. 

£. Der KrümmuDgstadius R sei eine Funktion von r 



J fl^0' 



(39) 

wo Q = — . Nach g 

(40) 

oder auch; 

(41) 



1 s'Jej-e") 



Daher ninunt die Forderung (39) die Form t 



«2) 7Ff^.— lhmi'P—l'^'—>(s)- 






Quadriert man und löst nach -— = -r auf, so kommt: 
dg q' 

dtp J 



(43) 

und damit: 

(E) 






Um auch eine Anwendung der Formeln (§ 17, (Uc), 
§ 19, (I)) za geben, werde die Aufgabe behandelt: 

*) Ein instruktivea Beispiel hierzu bildet die Aufgabe: R soll 
einer Potenz Ton r proportional sein, Ji = xr". Für n^ 1, 2 ge- 
langt man zu elementaren Integralen. An Stelle der Methode 
des Testes kann man aucb mit Vorteil von der Euler schon 
Formel (§ 19, (la)) ausgehen. 
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252 g 21. Evolute und EvolTente. 

F. Für welche Kurven ist der Krümmungsradius R gleicb 
der Pol^^ormalcn «? 

Die Forderung wird: 

(44) r^ + r'^ = r^ + 2r'^-rr", 
oder 

(45) ~-j. 
Die erste Integration ergibt; 

(46) lf'=lcr, r'=cr, -j-=^ , 

dr er 

und die zweite: 

(F) Ir = c{fp — if'^) oder auch r = a4"f. 

Die Kurven (F) sind nach § 14, (E) die cxj^Schar von 
logarithmischen Spiralen mit beliebigem Parameter und 
Dreh Winkel. 



§ 21. Evolute uDd Evolvente. 

Der Ort der KrömmuDgamittelpunkte (a, ß) einer Kurve 
y = f{x) heißt die Evolute der letzteren, die ursprüi^liche 
Kurve die Evolvente ihrer Evolute. 

Die Evolute wird direkt durch die Gleichungen (§ 18, (I)): 

(1) ^_«=^,(i+y'ä), f^ai)~ß — ^(1+yo 

dargestellt^ indem et, ^ als Funktionen des Parameters x er- 
scheinen. Stellt man daher un^ekehrt die Gleichung der 
Tangente eines Punktes {x) der Evolut« (1) auf, so muß die- 
selbe mit der Gleichung der Normale des Punktes [x) der 
ursprünglichen Kurve y^f(x) zusammenfallen. Es genügt 
zu zeigen, daß die Tangente von (1) auf der entsprechenden 
Tangente von t/^f(x) senkrecht steht. Durch Differentiation 
von (1) nach x kommt: 
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5 21. Evolute und EvolTente, 



(3) 



da 



■!f. 



wie es sein muß.*) 

Um die nähere Beziehung der Kurve zu ihrer Evolute 
zu ermitteln, gehen wir, wie in § 11, von einem Sehnen- 
polygon 1, 2,3,4,... aus. Es sollen (s. Fig. 22} die Mittel- 
lot« der Sehnen 12,23, 34,... er- 
richtet werden; je zwei aufeinander- 
folgende Mittellote mögen sich in 
den Punkten I,II,... treffen, das 
von letzteren als Ecken gebildete 
Polygon heiße das Evoluten- 
polygon des gegebenen. Die 
(gleiche) Länge, Ry der beiden 
ei-sten Mitt«llote, gerechnet bis zum 
Schnittpunkte I, ist der Radius des 
durch 1, 2, 3 gehenden Kreises 
(1, 2, 3). Für % aU Radius des 
Kreises (2,3,4) wird die Länge 
Jo[ der Strecke /, II gleich 
li^—Ri. Dreht man JJ^ um den Fig. 2a. 

Punkt I aus der Lage des ersten 

Mittellotea in die Lage 7^ des zweiten, so bat dabei B^ 
um das Stück Aoi=It^ — Ili zugenommen. Fährt man so 
fort, 80 ergeben sich für Ao^^II, III, Aa^^^III) IV übw. 
nacheinander die Relationen: 




und hieraus durch Summierung: 



= -ß>i+i — -K») 



(i) 



2;^o,-_ß,H 



-Si. 



Läßt man nunmehr die Punkte 1,2,3,4 einander be- 
liebig nahe rücken, so gebt die Relation (4) über in: 
(5) a~ö^^R-R^, 



*) Die Evolvente iat also eine orthogonale Tr^ektorie der 
Tangenten der Evolute. Von diesem Gesichtspunkt aus ist die 
Gleichung der Evolventen bei gegeben gedachter Evolute bereits 
in g 16, P^"' au%eat«Ut worden (vgl. S. 26*). f)ie Bogeneigenscbaft 
(5) der Evolute erschien daselbst in anderer Beleuchtung. 
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254 § 21. Evolute und Evolvente. 

WO Rf,, S. die Krummungeradien von ii^end zwei Funkten 
Poi ^ ^^^ gegebeneo Kurve C bedeaten, o — oo die Länge 
des Evolutenbogens zwischen den beiden Endpunkten IIq,II, 
den zu Pq, P gehörigen KrümmungsmittelpunkteD. Der oben 
angegebene Drebungsprozeß, in Verbindung mit dem Grenz- 
übergange liefert folgende mechanische Erzeugung der ur- 
sprünglichen Kurve ü aus ihrer Evolute S: 

„Spannt man um einen Bogen (IJf,,!!) der Evolute E 
mittels eines Stiftes einen Faden, dessen freies Ende im 
Beginn von /f^ bis zam zugehörigen Punkte P^ von C reiche, 
so beschreibt der Stift bei der Abwickelung des Eadens vom 
Bogen (/7o, U) gerade den zugehörigen Bogen (Po, P) von C" 
„Die Länge irgend eines Bi^ns von E ist gleich der Diffe- 
renz der zu den beiden Endpunkten gehörigen Krümmungs- 
radien von C." Daher rechtfertigt sich der Ausdruck „Evol- 
vente" für Ü: der Stift besorgt vermöge der Spannung des 
Fadens das Abrollen (evolvere)*) des Evolutenbogens. Da die 
Länge des freien Endes beliebig gewählt werden kann, ge- 
hören zu einer gegebenen Evolute E noch oo^Evolventen C; 
jede dieser Evolventen durchsetzt die Tangenten von E senk- 
recht und wird daher eine „orthogonale Trajektorie" der Tan- 
genten von £ genannt. Daauchumgekehrt, wie8ichin§16,P^ 
zeigte, von der oo^Schar der orthogonalen Trajektorien der 
Tangenten von E durch jeden Punkt Pg der Ebene nur eine 
Kurve hindurchgeht, so decken sich die Begriffe „Evolvente (7' 
und „orthogonale Trajektorie C der Tangenten von E." 

Die Richtigkeit der Formel (5) möge noch direkt ana- 
lytisch nachgewiesen weiden. Auf Grund der Formel § 1 1, (I), 
angewandt auf die Gleichung (1) der Evolute E, kommt: 

(6) a~ao=ff^^ + pdx. 
Aas (2) ei^bt sich: 

(7) yi?i+J^_ [,/+(! -±;»'")']yT+^.. 

Andererseits erhält man gemäß der Formel (§ 18, (la)) 
för Ji'= - — : 

*) „evolvere filum" bedeutet „einen Faden abspinnen", 
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§ 31. Evolute und Evolvente. 256 

(8) ff_(yr+7i.-^^,?"y 

Somit gebt (6) in der Tat über in: 

(9) a-ao=jR'<Jx^R~R^. 



Liegt die Kurve C Debst ihrer Evolute E gezeichnet 
vor, so läßt letzt€re ofTenbar den Verlauf der Änderung der 
Krümmung von C mit einem Male übersehen. 

Für einige wichtige Kurven soll die Evolute durch 
Bechnung auf Grund von (1) bestimmt werden. 

Ä. Parabel. 

Wegen der einfachen Eigenschaft von R in bezug auf 
die Direktrix (§ 20, (A^)) wähle man letztere als x-Achse: 

(10) ,J = "+f. 

Hieraus ei^bt sich: 

(U) v-^, f- ' , L+i?.:£!±£;, /±f^'L.'"+Pl, 
j' i' '/ Pf p i> 

also, mit Rücksicht auf (1); 

oder: 

(12') x^ = -ajji , x^ =p(iß -p) = {ß- m^p . 

Kubiert man die zweite Gleichung, quadriert die erste, 
und subtrahiert, so entsteht als Gleichung der Evolute: 

(A) P'^' = f,(ß~ipY- 

Setzt man « = |, ß -~']p = rj, so nimmt (A) die G«- 
stalt an: 
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256 § 21. Evolut« uod Erolveot«. 

d. i, die Gleichung einer „NeilscheD Parabel" (s. § Ifi, B.), 
die im Punkte ij = 0, f = 0, d.i. für ^ = f p eine Spitze, 
mit der Parabelachse als Tangente, besitzt. Dieser Punkt 
liegt auf der Parabelaobse so, daß die Strecke zwischen ihm 
und dem Scheitel vom Brennpunkt halbiert wird (s. Fig. 23). 




B. Ellipse und Hyperbel. 

Man gehe von. der Mittelpunktsgleichung ans. Es ge- 
nügt, die Ellipse zu behandeln, da der Fall der Hyperbel 
durch Vertauschung von 6* mit —6- daraus her\'orgeht: 



(13) 



03 



^1, 



fc* 



{«- — ^')- 



(14) 



Hieraus folgt, für c* = o- — 6* 



l'Jlf—- 



«'/'+'/'-- 



a'^{a- - 



l+f- 



a'(a' — x') 



, »'/'- 
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§ 21. Evolute uDd EvolTente. 257 

Somit ei^bt sich fOar die Koordinaten oc, ß eines Punktes 
der Evolute: 



j^ 



+ 9'' 



')-«(i 



Hieraus erhält mtui umgekehrt 4-, — 




Mithin wird auf Grund von (14) die Qleiähnng der 
Elli[föenevolute: 



und durch Veitauschung von 6* mit — ft* die der Hyperbel- 
evolote: 

*) Die Eurvengleichungen (B,), (BJ lassen eich übersieht- 
lioher jeweils mittels eines Hilfewinkels f darstellea. Da steia 

W. Fr. Heyer, Inlegrolrechiiang. ' 17 



268 ä 31. Evolute und Evolvente. 

Die, „Astroide" genannte Karre (B,) ist von der li. Ord- 
DDDg, und besitzt sowohl anf der x- wie auf der y-A<^ise 
zwei Spitzen; die Kurve (B^) besitzt nor auf der :c-Acbse 
zwei Spitzen (a. Fig. 24a, b; vgl. g 15, D,, D^). 




C. Zykloide (§ 12, KL): 

(17) x^a{{p~-e^a^l), y = a{\ — cos9)) = 2 
Man hat (1. c): 



dx 



Somit kommt für die Evolute: 

(19) « — a; + 2a ein^ = a(ip + siny) , 

ß = y — 2a{l — 00891) = — a(l — cos?)) . 

■ coa'o' -"- Bin'n- =1 — tff'w. = 1 , so darf man eetzen r 

' ' cos'?! 

(Bl) d. = ^- eos'fl' , ß^-^ain'f, 

Hieraus läßt sieh auoh leioht die Gestalt der Kurven entnehmen. 



D,...j.iGoo^^lc 
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einer Raumkurre 




269 


(19) 
(0) 


Fahrt man 
über in; 


hier den Winhel 

f l! + 2a-a(l- 


V = y + Jr 

C08V), 


ein, 


so 


gebt 






\» + <.»-»(V- 


-ainv). 









Die Evolnte ist wieder eioe (zur ureprÜDglicheo koo- 
gruente) Zykloide, nur daß die x- resp. «/-Achse um an 
resp. 2a gegen die alten parallel mit sich verschoben eiod 




(s. Fig. 25). Geht man umgekehrt von der letzteren Kurve, 
als Bvolnte aus, so gelangt man auf Grund der Formel 
§ 16, (P<i"), in Verbindung mit der Ef^nformel (§ 12, (UT)) 
zur Evolvente (17) zurück. 



§ 22. Der Ernjnmnngsradins einer Banmkarve. 

Als erste Analogie zum Krümmungsradius einer ebenen 
Kurve (§ 18) bietet sich folgende dar. Die Raumkurve sei, 
wie in § 11, (16), in rechtwinkligen Koordinaten dai^estellt 
durch: 



(1) 



P(s)» 'J-V(s), 2 = z(s)- 



Für das Folgende empfiehlt es sich, als Parameter s 
den von einem belieb^, aber fest gewählten Ausgangspunkt P^, 
aus bis zu einem Punkte P(:c, y, z) gerechneten Bogen zu 
nehmen. 

17* 



260 § ^- Der KrOmmuiigBradiua einer BMunkurre. 
Daon sind nach § 15, (14): 

(■i) y=— - = COBTi, y=T^ = C06t,,, if'=— - = C08r, 

ds äs ds 

die Kosinus der Winkel t^, t,, t„ die die (im Sinne des 
wachsenden Bogeus gerichtete) Tangente des Kurven- 
panktes P(s) mit den positiven Eoorainatenaclisen bildet. 
Zwischen den Ableitungen (2) bestehen daher die Relationen: 

(3) a/ä-|-ys + /2 = i, a;'3;"+y'j^'+rV' = 0. 

Ist Q{s-{-As) ein zweiter, in der Nähe von P{s) liegender 
Xurvenpiinkt, so wird man, wie in der Ebene, das Bc^n- 
8tGck As = {F,Q) vergleichen mit dem Winkel Am der 
beiden Tangenten in P, Q, und für den Krümmangsradius R 
den Ansatz machen: 

(I) Ü=lim~. 

A, = <iAui 

Um die eindeutige Existenz des Grenzwertes (I) zu 
zeigen, gehe man aus von der bekannten Formel (s. diese 
Sammlung, Bd. IX, § 4): 

(4) co%fa = aa.^ + ßß^-\-yy^ 

für den Winkel a> zweier Geraden mit den Kichtungekosinus 
(a,^,r), («i.A.J-i). Da «* + ^* + j'* = «? + ^+j'J=l, 
läßt sich (4) auch in die Gestalt setzen: 

(5) 2(l-co8ß>) = (28in|)'=(«i-a)*+(A-;5)»+(>'i-j')* 

= (J<^-(J^)* + (zlJ')^ 
wo /i<x,Aß,Ay die Unterschiede ^i_~oi,ßi — ß,yi — y be- 
zeichnen. 

Somit erhält man, wegen (2), für den Winkel Aoj der 
Tangenten in P, Q: 

(6) {2sm^^=(Aa^^^{A^)^^{A/)\ 
oder nach Division mit (Js)^: 

K~Äs)'^\Asr\Ä7)^\Ts') • 
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§ 22. Der KrOmmungaradiuB einer Bftumkuire. 261 
Geht man jetzt ziir Grenze liinj« = über, so entsteht 
8in-^ 
aiis(7),daiiachDi9T.§5, (I) lim — -. =1, förit"=-^naw., 

2~ 
und gemäß (I): 



(I«) 5-i™^^-y«'"'+»-'+»"', 

wo das Vorzeichen der Wurzel vorbehalten bleibt. 

Die nämliche Überlegung hätte im Falle einer ebenen 
Kurve die verkürzte Formel geliefert: 

(8) 1 ■■■-^'° 

Die Richtigkeit dieser Formel läßt sich aber auch so 
einsehen. 

Für T als Winkel der Tangente gegen die a:- Achse ist 
Ar = A(o, und: 
ins , dx . dy . 

(9) »-IjF-«»', /-W-™'- 
Nun ist: 

(10) (4^) = M' = ^\&}sH + ain^t) - (T'sinT)^ + (/cosi)' 

= [(eosr)^'' + [{sinrrjä = 3/'2 + y"S 
d. L aber die Formel (8), 

Andererseits erschien der Krümmungsradius einer ebenen 
Kurve als Radius eines Kreises, des „KrömmuDgskreises", 
der durch drei konsekutive Kurvenpnnkte ging. Würde 
dies auch für die Raumkurve gelten , so wäre R (la), der 
Radius eines durch drei konsekutive Kurvenpunkte gehenden 
Kreises, der letztere läge also in der Ebene, die durch die 
nämlichen drei Punkte ginge. Man nennt diese Ebene die 
„Schmiegungs"- oder „Oskulations-Ebene" der Kurve 
an der betreffenden Stelle. 

Die Existenz dieser Ebene wird zugleich mit ihrer 
Gleichung bewiesen. Die Gleichung einer Ebene durch den 
Kurvenpunkt P(x,y,0) lautet: 
(U) o(f-3:) + %-s) + c(C-s) = 0. 
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262 § 22. Der Kvüniiuungsradius einer Bautnkurre. 

Soll diese Ebene die Tangente von P enÜialten (eine 
„Tangentialebene" der Kurve in P sein), so ist dazu gemäß 
(2) notwendig und hinreichend, daß: 

(12) aia^+&y'+ca'=0. 

Diese Bedingung sei bereits als erfüllt angenommen. 

Soll überdies die Tangentialebene (ll), (12) noch dm>;h 
einen Kurvenpunkt Q{x-\-Ax,y-\-Ay,z-\-As) gehen, so ist 
noch die Bedingung: 

(13) aAx + hAy-^eAz^a 

zu befriedigen. Indem für die drei Funktionen x, y, s (1) 
von s die Entwickelbarkeit in die Taylorsche Eeihe bis 
zum Gliede mit (Js)* inkl. vorausgesetzt wird: 

IAx^7fAs + ^AsYä^S , 
z(f/==yJs + i{.4s)Y*, 
Aü^sfAs + ^iAsy/^, 
wo die :jf^, y», «# unbekannte Mittelwerte 3/'(s + dJs), 
y"(s + ö^ Js), /'(s-|-i?gJs) bedeuten, geht die Bedingung (13) 
mit Hilfe von (12) über in: 

(15) aa/^ + 6yX + c«2 = 0. 

Grelit man jetzt zur Grenze limz(s = über, so tritt an 
die Stelle von (15): 

(16) a3f'+by"+cs"^0. 

Aus den Belationen (12), (16) lassen sich die Verhält- 
nisse der a, b, c sofort berechnen. Setzt man zur Abkürzung: 

(17) i/if'~tf/^k, ya/'-/V=B, 3fi/'-xfy=V, 

so werden die a, h, c den A, B, F resp. proportional; die 
Substitution in (11) liefert demnach als Gleichung der 
Schmiegungsebene der Raumkurve (1) im Punkte P(s): 
(H) A(|-a;) + B(^-y) + r(C-f) = 0. 

Die Gleichungen (12), (16) sagen aus, daß die Schmie- 
gungsebene sowohl die Tangente t ia P, wie die durch P 
gebende Gerade q mit den ßichtungskosinus a^', j/", /' ent- 
hält, und daß sie dadurch völlig bestimmt ist. Die zweite 
Identität (3) sagt aber aus, daß die Geraden t und g auf- 
einander senkrecht stehen, oder, was dasselbe ist, daß die 



§ 22. Der Krümmungsradius einer Raumktirve. 2g3 

Gerade g die in der Schtniegnngsebene von P übende, anf 
der Tangente in P senkrecht stehende Gerade ist. 

Man nennt diese Gerade die „Normale" der Kurve 
iin Punkte P. Somit gilt der Satz, wenn man zur Abkürzung 
unter den Richtungskosinus einer Geraden die Kosinus ihrer 
Winkel mit den Achsen versteht: 

„Die nach dem Bogen genommenen ersten 
Ableitungen der Koordinaten (1) einer Baum- 
kurve Bind die Richtungskosinus der Tan- 
gente, während die zweiten Ableitungen den 
Itichtungskosinus der Normalen proportional 
sind." 
Mit Hilfe von (la) sind aber auch die Richtungskosinue 
der Normalen selbst sofort angebbar. Bezeichnet man mit 
pii 9<t< Qi <^i6 Winkel der Normale mit den Achsen, mit o 
einen Proportionalitätsfaktor, so ist: 
(18) oic"=cosej., oy=eo8p^, o/'=c08ej, 

also, wenn man quadriert und addiert, wegen (la): 
(III) cosQx = Rx" , cosQy = liy" , cosßs=B/', 

Da nun der Krümmungsradius senkrecht steht auf der 
Tangente, und zugleich in der Schmiegungsebene Hegt, fällt 
er in die Richtung der Normalen. Besitzt der Kruinmungs- 
mittelpunkt d. i. der Endpunkt von H, die Koordinaten et, 
ß, y, so da£ oc—x^ItcosQx usw., so bestimmen sich 
gemäß (III) die a., ß, y aus: 
(HI') (».--x^Wa!', ß-y^P^^f, y-z = P?z" . 

Das Vorzeichen von /.'(S) werde so gewählt, daß p^, 
ßj,, Qi in (III) die Winkel der „positiven", d. h, der vom 
Kurvenpunkt P nach dem K nimm ungsmittelp unkt hin ge- 
richteten Kurvennormale mit den positiven Achsen werden. 
Diese Festsetzung stinjmt mit der für eine ebene Kurve in 
§ 18, (Ib) ge trotte nen überein, da für x als unabhängige 
Variable (lÖ) in jene Formeln übei^eht. Desgleichen gehen 
für diesen Fall die Formeln (IIT) in § 21, (fl über. 

Durchläuft der Punkt (x, y, z) die Saumkurve (1), so 
beschreibt der Krümmimgsmittelpunkt {ot, ß, y) die durch 
(III') dai^stellte „Evolute" der Kurve. Der reziproke 
Wert von B wird wiederum die Krümmung der Kurve an 



264 § 23. Taageotenebeae und Normale einer Fliehe. 

der SteUe P genannt. Soll die Krümmung für alle Punkte 
einer reellen Kurve vemcliwinden, so hat man gemäß (la): 

(19) 3f^+p"-' + z"'- = 0, i.e.3f'=0, /'=0, 3"=0, 
folglich durch zweimalige Integration: 

(20) x=aiS + hi, t/ = a^s + h^, Ji = a^s + bg, 

d. s. die Gleichungen einer willkGrlichen Kaumgeraden. 

Noch zwei andere Analoga lassen sich zur Krümmung 
einer ebenen Kurve aufstellen. 

Einmal kann man den Winke) zweier konsekutiver 
Schmi^;unggebeaen mit dem Bogenelement vergleichen; der 
Quotient fWirt zur .^weiten Krümmung" der Kurve, zum 

Unterschiede von der „ersten" Krümmung -p. 

Drittens kann man die Kugel bestimmen, die die Raum- 
kurve in einem ihrer Punkte P hyperoskuliert (durch 
vier konsekutive Kurvenpunkte geht). Der reziproke Wert 
des Kugelradius heißt die „Torsion" der Kurve in P. 

Alu diese beiden &weiterangen geben -wir nicht 
näher ein. Es sei auf diese Sammlung, Bd. XXIX, 1. Ab- 
schnitt, verwiesen. 



§ 23. Tangent«nebeße und Normale einer Fläche. 

Die für eine Raumkurve in §§15, 22 gewonnenen Formeln 
für Tangente und Krümmungsradius sollen aaf eine Fläche 
in der Weise übertragen werdeuj daß man sich auf der Fläche 
durch einen beliebig aber fest gewählten Punkt P{x, y, s) 
irgend eine Kaumkurve gezogen denkt 

Die Gleichung der Fläche F sei zunächst vorgelegt in 
der impliziten Gestalt: 

(1) F{x,y,z) = (i. 

Die durch den Punkt P(x, y, e) auf F gez<^ne 
Kurve C sei dargestellt durch: 

(2) ^-<p{t)> y-wit), ■^ = xif), 

wo dem Punkte P der Parameterwert ( zukomme. Da C 
auf F li^en soll, ist die Gleichung: 

(3) F[<p(f),v,{f).xm^m-o . - 
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§ 23. Tangentenebene und Normale einer Kurve. 265 

in t identisch erfüllt, abo auch die nach t differenziert« 
Gleichung : 

(4) F'it) = F, <p'(t) + F, v'(0 + -f; /(*) = , 

wo unter F^, F^, F^ die partieUen Ableitungen der Funk- 
tion F{\) nach x, y, s za verstehen sind. 

Sind Tj;, Tj, Tj die Winkel der (im Sinne des wach- 
senden t gerichteten) Tangente von C in P, so werden deren 
Kosinus nach § 15, (14) den fff=af, ^'=y, /=/ pro- 
portional : 

(5) Xcosxx = x'=')/, AeosT( = y'=^'j icosT, = jS'=;('. 

Andererseits existiert eine bestimmte Gerade v durch P, 
mit den Winkeln Vj, r, , v, gegen die Acl^en, so daß für /^ 
als einen Proportionalitätsfaktor entsteht: 

(6) /t cosvit = Pi , /* cosvj, = Pj , /( cosv, = Fj *} . 
Gemäß (4) steht diese Gerade v senkrecht auf der Tan- 
gente (5) von C, und dies gilt für die Tangente jeder 
durch P auf F gehenden Kurve C. Da eine solche Tangente 
an der Stelle Panch mit der Fläche P zwei konsekutive Punkte 
gemein hat (und umgekehrt), heißt sie eine „Flächen- 
tangente". Dann gilt also, da alle auf einer Geraden 
in einem ihrer Punkte Senkrechten eine Ebene erfüllen, 
der Satz: 

L „Alle Tangenten einer Fläche Pin einem 
ihrer Punkte P liegen in einer Ebene T, 
deren Lotrichtung durch die Formeln (6) be- 
stimmt ist." 
Man nennt daher diese Ebene T die „Tangenten- 
ebene" (oder „Tangentialebene") der Fläche F in P, 
und ihr Lot v in P die „Normale" von F in P. Die 
Gleichungen der Tangentenebene und der Normale v in P 
sind offenbar, bei laufenden Koordinaten t , ij » t,' 
I (la) {k-x)F^-^{r,-y)F^-^{!;-z)F^ = 0, 

\(Ib) S-x^vF^, r,-y^vF^, C-S^vPj. 



Eine analoge Überlegung findet statt, wenn die Glei- 
chung der Fläche F in der expliziten Gestalt vorliegt: 

(7) x = f{u,v), y = g{u,i>), z = h{u,v), 



•) Der singulare Fall, daß F^jF^yF^ zugleich verechwinden, 
werde ausgeschloeaen. 
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266 § 23. TftDgentenebene und Normale einer Kurve. 

WO M , 1! zwei willkürliche Parameter bedeuten. Die Funk- 
tionen f,g,h sollen, wenigstens für einen gewissen Bereich 
der u, V, eindeutige und stetige Funktionen der m, v sein, 
und dasselbe soll für ihre ersten partiellen Ableitungen /J , 
f-2) 9i I 9i} K' ^2 nach u, v gelten, weiterhin auch für die 
zweiten Ableitungen f^ f^^, /j» usw. nach u, v. Man 
erhält eine beliebige Kaumkurve auf der Fläche („Flächen- 
kurve") durch den Punkt P(m, v), wenn u , r gegebene , im 
übngen beliebige Funktionen eines Parameters t sind: 

(S) '«-«(0, •—•■», 

WO dem Werte t wiederum die zum Punkte P gehörigen 
Werte u, v entsprechen mögen. Auch die Funktionen u, r, 
nebst ihren ersten Ableitungen m', ff nach t (und weiterhin 
auch die zweiten u", v") sollen, wenigstens für ein gewisses 
Intervall von t, eindeutige und stetige Funktionen von t 
sein. Me Gleichungen der fraglichen Raumkurve werden: 

(9) »_/[»(<), «(<)]-!((), s-gHt), «W]-!(W, 

(5) i coer, ^sf, X coBT, = /, A coST, = /. 

Hier nehmen die rechten Seiten auf Grund von (9) die 
Gestalt an: 

(10) x'=f^t>f+f,if, i/=(fii/+g^v', /^}hu'+h.y. 

Führt man die Abkürzungen ein: 

so herrschen die Identitäten: 

(12) ti^ + g^^+h^X=0, f,0 + g,^+KX~(), 
also auch, wegen (10), die folgende: 

(13) af^ + i^W+n-X^O. 

Hieran knüpft sich die nämliche Folgerung, wie an (4). 
Die Richtung der Flächennorraale »■ in P beetimnit sieh 
jetzt durch: 

(14) fi cosvi = *P , /t cosr^ ='P, /* cos», = X ; 



.J.1 Google 



§ 24. ErUmmui^ einer Flftohe. 367 

und die GleichuDgen der Tangentenebene T und Normale v 

in P nehmen die Form au: 

j (na) {i-^x)0 + (t,-ff)'F+iC-z)X=-O, 

\ (IIb) i~x = v^, ri~y = vW, l:-g = vX, 

wo die eratere auch durch die drei Gleichungen mit zwei 

willkürlichen Parametern Wi^jW^ ersetzbar ist: 

(Ha') f — x = /;h-, +/aWi,, ») — y = J/i 'c, + Jf* "'2 , 

Denn dnrob Elimination von WnWj geht aue (IIa') wieder 
(IIa) hervor. Die Parameter Wi,w^ sind, wie derVei^leich 
mit (10) lehrt, den u', if proportional. Endlich folgt aus Yer- 
gleichung von (IIb) mit (Ib) die Proportionalität der i^i.-Fä^i^g 
mit resp. ^, W, X. 



§ 24. Krünmumg einer Flftehe. 

Nunmehr stelle man für eine beliebige, durch 1' gebende 
Flächenkurve den Kriimmungeradius in P auf. 

Wir gehen ziuiäcbst von der expliziten Darstellung der 
Fläche (§ 22, (7)) aus, da die aus ihr hervoi^ehenden Formeln 
die wichtigeren sind, und schreiben einfacher: 

(1) a; = x{u,v), y-=y(u,v), z = z(u,v); 
ferner, als Gleichung einer Fläcbenkurve durch P{u, v)\ 

i u = u(t), v = v((); 

(2) lx = x[a(f),v{t)] = x{t), f/-=l/[u(t),r(f)]=y(t), 
[ s=4u{i),v(i)]=z{t), 

wo die Wahl des Parameters t noch vorbehalten bleibe. Wie 
in § 23 sollen totale Ableitungen nach t durch Akzente, 
partielle nach «, v durch Indizes angegeben werden. Durch 
ein- resp. zweimalige Differentiation der x, y, z (2) nach t 
ei^bt sich (da x^^ = x^y usw. cf. Diffr. § 21, (6)); 

(3) nf=x^'^-\-x^rf, y'=yiM'+»2i^. «'=JiM'+«jt/, 

13/'= (a:,M"+ x.^¥') + (3:,iM'ä + 2;c„«'(/+ J^jji/ä) , 
/' = (£, t4'-{. z, xf') + (^11 «'» + 2£i„ m'i<+ «js »/*) . 
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Wie in § 23 führe man die Bildungen ein: 

(5) 0^y^z^ — y^Zi, ¥ -^ z^x^ - z^Xy , X = ^)/,— a-'.yi , 
so daß identisch gilt: 

(6) 0iCi + ¥Vi+X3i^O, ^x^ + ^y.,-\-Xs^^.Q. 

Multipliziert; man daher die af', y, /' in (4) resp. mit 
<&, ^,X und addiert, so fallen die mit i(", w" behafteten 
Glieder heraus, und es kommt: 

(7) af-^ + ^'W+s^-X 

= ^<fHj^,^ + y,,>P+z,^X) + 2u'i/{x,,0 + !,,^¥+z^,X) 

Nach § 23 (14) sind die 0, W, X den Kosinus der 
"Winkel vx,Vg,v, der Flächennormale v in P proportional: 

(8) fiooavx=-0, ficosvy='F, ficosvi^X. 

Der Wert des Faktors /t bestimmt sich, wenn man (8) 
quadriert und addiert: 

(9) ^^^0^ + ¥'- + X'- = J, fi^fJ, 

wo A zur Abkürzung steht, und das Vorzeichen der Wurzel 
positiv genommen werde, und die demeutspreohende Rich- 
tung von V als „positive" Richtung der Flächennormale 
in F bezeichnet werde. Damit geht (8) über in: 
W X 

(10) COSri = — =, COSV„=^, C08>', = —: ^. 

' iA' ' id ifA 

Damit nimmt (7), nach Division mit '^A , vermöge der 
Abkürzungen : 

(U) ^'-^L, ^- = «, A = » 

ij -ß fA 

die Gestalt an: 

(12) :c" cosr, + y" coavy + s"co8»', 

= u'^L + 2 u'v'M+ if^N= !?{«', if) . 

Die durch (12) eingeführte, in den i/, tf quadratische und 
homogene Form Wi^,^) nennt man die „zweite Gaußsche 
Plächenform". 



§ 24. Ertimmung einer Fl&ohe. 369 

Nonmehr wählen wir, wie io | 22, (1), den Parameter t 
ais den Bogen s, und behalten im übrigen die obigen Be- 
zeichnuneen. Nach § 22, (IH) erhielt man für den Krüm- 
mungsradius Ü der Raumkurve (2) im Punkte P (3) die 
Formeln: 

(13) co6qi = Rx", coagj-=By', cosq,^R/'j 

unt«r QxtQyiQi die Winkel der „positiven", d. h, von 1 
gegen den Erümmungsmittelpunkt hin gerichteten Kurven- 
normale Q gegen die Achsen veratanden. Substituiert man 
die Werte von sf', y", /' aus (13) in (12) und beachtet, daß 
für {q, v) als Winkel zwischen positiver Kurven- und Flächen- 
normale: 

(14) cos(e, v) = eosßi co3v, + cosß^cosvy + eo8ß,cosr,, 

60 bestimmt sich der Krümmungsradius R der 
Flächenkurve (2) in P(s) durch die Fundamental- 
formel: 

^ ' /du dv\ W{v;, ^) ■ 

\ds ' ds) 
Wendet man diese Formel auf den besonderen Fall an, 
wo die Flächenkurve (2) ein „Normalschnitt" ist, d. h. der 
Schnitt ii^nd einer durch die Flächeunormale v gelegten 
Ebene mit der Fläche, so fallen positive Flächen- und Kurven- 
normale ! 



(15) cos(0,y)=l 

wird. Nennt man den Krümmungsradius des Normalschnittes 
R,, so spezialisiert sich die Formel (I) zu: 
1 1 



\ds ' ds) 

Ehe die Formeln (I) und {II) weiter diskutiert werden, 
empfiehlt es sich, den Parameter s wieder durch einen be- 
liebigen Parameter t zu ersetzen. Man hat: 

/jgi du du ds dv dv ds 

ds dt' dt' ds dt ' dt' 
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Dadurch geht die in den u', t/ hörnerne und quadra- 
tJBohe Form 'F{t^,v^ (12) über in: 

'■ ' Xds'isl \,U' dt] \dt) 

Nun ist nach § 11, (II): 

<-' (sr=(S'+(av(S)" 

oder, mit Rückeicht auf (3), fär: 

(19) E^xi + f^ + 4, -F-i,I,+J(,!,,+»,»,, 

0-1? + !,? + ^, 
auch: 

'1«^ [dil - ^\ ff) + " « S + <*( ff) - *llir ' ff) ' 
y , -fT homogene und quadratische Form <& 

als die „erste GaußBche Flächen form" bezeichnet wird. 
Damit nimmt (17) die Gestalt an: 

'•"'' \ds' dx) \df dtl \df dir 

odei' aucli, wenn man im l)esouderen u als Parameter t wälllt: 

Danach nehmen die Ausdiräckc für Ji (T) und H, (II) 
die Gestalt an: 

t> , . \dt' dtl 

(la) Ä = co8(ß,»')---7T — t-y; 

fiv\ / ilv\ 



(IIa) 



U<^ 

U'f'dtl V'dul 
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^ Die Große R^ hängt also bei festgehaltenem Punkt P 

nur von -3- ab. Andererseits epezialisieren sich, gemäß (3), 

die Formeln für die Tangentenrtchtung {§ 15, (14)), für « als 
unabhängige Variable, zu: 

, dx 
jf^ — = 
au 



-».+*.,,.,. >y-'ji+u,.^, «■-%+»,- 



d. h. die Richtung der Tangente der fraglichen Flächenkurve 
in P ist eindeutig durch r- bestimmt. 

Legt man daher durch eine feste Flächentaagcnte t in P 
irgend welche Ebenen, so besitzt für alle Schnittkurven der- 
selben mit der Fläche t- in P einen konstanten Wert, mithin 
du 
(äu i _ __ 

\di'dt)'''^\dt'dV' 
um R den Krßmmungsradius iigend einer der Schnittkurven, 
Jir den des durch i (und v) gehenden Normalschnittes, bo 
folgt aus (Ta) und (Ha): 

(mj B=B.cos(e,^}. 

In der Formel (III) ist der „Meusniersche Satz" 
enthaIt«D : 

„Legt man durch eine Flächentangente t 
des Flächenpunktes Peinmal einen beliebigen 
ebenen Schnitt mit dem Krümmungsradius R, 
andererseits den Normalschnitt mit dem 
Krümmungsradius Ry, so ist R die senkrechte 
Projektionvonß„auf die Normale der er ateren 
Sehnittkurve." 
Es sei noch erwähnt, daß die drei Koeffizienten E, F, G 
resp. Lf M, N der ersten resp. zweiten Gaußschen Fläehen- 
fonn (18') resp. W (12) den Namen: „Fundamental- 
größen erster resp, zweiter Art" führen. 

Nachdem vermöge der Relation (III) die Krümmung der 
durch eine feste Flächentangente t gelegten ebenen Schnitte 
auf die des Normalschnittes zurückgeführt ist, erübrigt sich 
noch der Zusammenh^ig zwischen den Krümmungen der 
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Normalschnitte (in P) selbst. Dreht man eine Ebene um 
die Flächennormale v, so wird der KrümmungeradiuB der 
Schnittkurven, der jetzt wieder einfach mit B bezeichnet sei, 
vorausaichtlicli wenigeteüB einen maximalen und einen mini- 
malen Wert annehmen. Um dies festzustellen, setze man 

-5- = A , wo ,1 nach obigem die jeweilige Richtung der 

Tangente ^ in P festlegt, dann handelt es sich gemäß (IIa) 
um die extremen Werte der Funktion; 

(21) B - E(X) - ^^^ ''Li' + 2Mi + N- 

Nach D'iSt. % 18, II. ist die dazu notwendige Bedingung: 

(22, f = 2!-=0. 

d.h.: 

(23} iP*'-cP!P'=0 oder ^,= ^=B, 

oder: 

(24) WB-0'^0. 

Macht man die Funktion S (21) mittels einer Variabein /j. 
0(1 u) 
homogen: R(l,/i)=^ ^ ' '^^ und bezeichnet die partiellen Ab- 
leitungen von 0,^ nach X, fi mit 01,0^,^1%, so ist 
nach dem EulerBchen Satze (Diffr. § 7,{in)), wenn man hinter- 
her wieder fi = l macht, und mit Rücksicht auf (21) (24): 

(25) 'FR-0 = i^^X+'F^)B-{0iX + 0i)~W^B~0^=Q, 

so daß eich zur Bestimmung von R resp. X die beiden Re- 
lationen ergeben: 

(26) tf'iJJ — *i = 0, 'F^B-0i = O. 

Die Elimination von E liefert, wenn man für X wieder 

seinen Wert ^- = 1*' einsetzt: 
dv 

(TV) 0iWt-'03Wi=i^HSM-FL) + t>f(EN-GL) 
+ (FN-GM) = 0. 
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Es wird sich gleich zeigen, daß in der Tat den beiden 
Wurzeln dieser Gleichung ein Maximum resp, ein Minimum 
von B entspricht. Die Gleichung {IV) ist dann die Diffe- 
rentialgleichung derjenigen Kurven auf der Fläche, längs 
deren die Krümmung einen extremen Wert besitzt; man 
nennt diese Kurven die „Krümmungslinien" der Fläche. 
Die linke Seite von (IV) ist nach Diffr. § 18, S. 230 
die Funktionaldeterminante von ^(X,ft), W{^, fi), so daß 
der Satz gilt: 

„Die Gleichung der Krümmungslinien 

einer Fläche wird durch das Verschwinden 

der Fuaktioualdeterminante der beiden 

Gaußacben Flächenformen dargestellt." 

Eliminiert man d^egen A aus den Gleichungen (26): 

(260 X(LI{-i:)+(MR-F)=0, X(MIt-F)+(NR-G)-=0, 

60 resultiert die quadratische Gleichung für die beiden extremen 

Krttmmungsradien iJj , Bj ; 

(V) BHLN~Mi)-R{&L~2FM+EN)+iEG-F^)=(i. 

Man nennt Ki,Bj die „Hauptkrümmungsradien" 
der Fläche im Punkte P. Daß B^ und Jt^ aber reell sind 
und überdies wirklich zwei extreme Werte von B, ein 
Maximum und ein Minimuni, repräsentieren, kann letcbt ge- 
zeigt werden. 

Der Zähler von Ü in (21) ist 0{X,l)'^EX^+2FX + G, 
wo gemäß (19): 

E^a^i + fi + zh F^x,x^+y,y^+z,z,, G = 4 + j^ + 4. 

Bildet man die Diskriminante (Diffr. § 7, S. 67) 
EG — F* von <&(A,1), so gilt ersichtlich die Identität; 

oder mittels der Bezeichnung (5): 

(27') £(?-J^» = 0»+!P"2 + X^ 

Mithin ist die Diskriminante EG — F^ von 0{X,\) 
unbedingt positiv*), somit kann die Gleichung *(>l,l) = 

•) Der sinjrulftre Fall, daß *, SP, X gleichzeitig verachwinden, 
bleibe hier au^eseUossen. 

W. Fr. Meyer, Integralrechnung. 18 
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keine reellen Wurzeln besitzen. Somit ist der reziproke 

1 W(X 1) 
Wert von JJ, ^jr= j^r-r vi als rationale Funktion von X mit 

' R ^{X, 1) 
nicht verschwindendem Nenner eine stetige Funktion von X, 
die nicht unendlich groß werden kann und die daher 
mindestens ein Maximum und ein Minimum besitzen muß. 
Das gleiche gilt daher auch von R; da aber R nach (V) 
auch nicht mehr als zwei extreme Werte Bi, ß, haben kann, 
so entspricht die eine Größe etwa Bj, einem Maximum, die 
andere, i^, einem Minimum von B. 

Der Verlauf der Werte von E läßt sich geometrisch 
deuten. Zu dem Behuf stelle man die Bedingung dafür 
auf, daß die in X quadratische Gleichung (21): 

(21) 'PR-0^X^LR-E)-\-2X{MR~F) + {NR~G)^O 

zwei zusammenfallende Wurzeln besitzt. Nach Diffr, § 7, 
S. 67 lautet die Bedingung: 

(V) {LR - E) {NR ~G)- (MR - F)^ 

^Ei{LN-M')~R(GL-2FM+EN) + (EG~F'} = 0, 
d. i, gerade die Gleichung (V) auf S. 273. 

Man denke sich daher in einer auf rechtwinklige Ko- 
ordinaten w,ff bez(^nen Hilfsebene die Geraden: 

(28) Ex + Fi/+G = 0, Lx + My + N=0, 

und die Parabel: 



Durch den Schnittpunkt (28) geht das Strahlbüschel 
' mit dem Parameter R: 

(30) (Ex + Fij + G)~RiLx + Mt/ + N)^0, 

das aus der Parabel (29) die Punktepaare ausschneidet: 

(31) iEX^ + 2FX + G)-RiLX'' + 2MX+N)~^-WR = 0. 

Die extremen Werte ß^, R^ von R entsprechen dann 
gerade den beiden Tangenten, die vom Punkt« (28) an die 
Parabel (29) gehen. Nach obigem hat die Gleichung = 



.j.iGoo^^lc 
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keine reellen Wurzela, d, h. die Gerade Ex + Fp-\-G = 
schneidet die Parabel nickt. Dann ist unmittelbar ersicbt- 
licli, daß vom Punkte (28) stets zwei reelle Tangenten an 
die Parabel gehen, die den Parameterwerten jRi, fig ent^ 
sprechen, und daß der eine Wert ein Maximum, der andere 
ein Minimum von li ist. 

Das Produkt der beiden Hauptkrümmungsradien R^ , R^ 
hat nach (V) (s. diese Sammlung Bd. I, § 27) den Wert: 

Der reziproke Wert K dieses Produktes heißt die 
„Krümmung" der Fläche im Punkte P. Die Krümmung 
der Fläche besitzt eine Reihe von AnaJogien zu den Eigen- 
schaften der Krümmung einer Kurve, worauf aber nicht 
weiter eingegangen werde. 

Nunmehr soll auch die implizite Form der FlSchen- 
gleicbung: 

(31) F{x,y,2) = 

zugrunde gelegt werden. Sei wiederum durch den Punkt 
F{x,y,z) der Fläche eine Flächenkurve gezogen: 

(32) x^xis), y = ij{s), B = s(s), 

wo der Parameter £ der Kurvenbogen sei. Dann liefert 
zweimalige Difierentiation der Identität: 

(33) F{s)=F[x(s), yis), 0(5)]-O, 

für F^, F^, Fg-, FmFit...Fas als die ersten, resp. 
zweiten partiellen Ableitungen von F{x,y,z) nach x,y,e, 
und für äf, y', s'; jf', y", /' als die ersten resp. zweiten totalen 
Ableitungen der x,y,s (33) nach s: 

(34) Jia!'+J3y'+-fs«'=0; 

(35) KFy_y3l^F^.,^-\'F^g^)jf+{F^^x'+F^^rf^F^^!l)]f 
+ (i^„a/+i^g2j^+i^33/)y+(i^ia/'+j;y'+^a«") = 

■^{F^(xf'^F^t^F^!f'). 
Nun waren die Kosinus der Winkel r„ Vg, v^ der Fläohen- 

18* 
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normale v in P zufolge (§ 23, <6)) den F^, i\, F^ pro- 
portional : 

coav^ = T J<\ , eosrj = rf j , cosr, = xF^ , 
wo sich der Faktor t durch Quadrieren und Addieren be- 
stinunt; 



iFf+Fl-^Fl 
3 wirdi 
{ F, F, 

I iFl+F^ + Fi ' iFl+Fl+Fl 



(36) 



Das willkOrliche Vorzeichen von F, und damit der 
F^,Fi,F^ kann nLan sich so gewählt denken, daß (36) bei 
positiver Quadratwurzel die in § 24, (9) festgesetzte positive 
Kichtung der Flächennommle angibt. 

Multipliziert man die Identität (35) mit — — . 

^ iFl+Fl+Fl 

und setzt zur Abkürzung: 

(37) -.(-...^ F„^' + 2F„^^+...+F.,^' 

80 kommt auf Grand voa (36) und den Formeln (§ 22, 
(IH)) JSr den Kriünmungaradlus R der Kurve (32): 

Der Vei^leich mit (I) lehrt, daß der dortige Nenner 
!P(m', if) mit Qiaf, y', /) übereinstimmt: 
(JU) Q{^, y', s') ^ W{W, i/) . 

Aus (I') läßt sich wieder der Meusnierecbe Satz folgern, 
da die Koeffizienten ^« in Q nur von den Koordinaten des 
Punktes P abhängen, und die af, y", s" direkt die Kosinus 
der Winkel ti, t^, t, der Tangente der Kurve (32) in P sind, 
somit Q bei fester FlächentAngente einen festen Wert hat. 
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Legt man dagegen jetzt nur Normalschnitte, bo daß 
eoB{Q,v}=l, so mrd, in Analere zu (II): 

Diese Formel läßt sich geometrisch deuten. Man bilde 
sich die Gleichung der Mittelpunktsfläche 2. Ordnung Q 
(mit dem Mittelpunkt im Punkte P): 

(38) Q^Q{S-x, 7,~y, C-«)-l=0. 
Schneidet man diese Fläche Q mit der Tangentenebene 

(§ 23, (la)) in P, so erhält man einen Mittelpunktskegelschnitt C. 
Die Tai^enteuebene wird durch die Gesamtheit der Flächen- 
tangenten {af, /, /) in P gebildet. Man erhält daher C als 
Ort der Schnittpunkte der Fläche Q mit den Tangenten 
in P (3): 

(39) ^-x^raf, >)-ij = rtj', C-s^rtf, 

wo unter r die Strecke zwischen P und dem Punkte (f , r/, C) 
der Tangente (39) zu verstehen ist Die Einsetzung von 
(39) in (38) liefert gemäß (II'): 

„Somit gibt das Quadrat des zu irgend 
einer Tangente ^(a^, y*, /) gehörigen halben 
Durchmessers r des Kegelschnittes C den 
Krümmungsradius R, des durch / bestimm- 
ten Normalschnittes." 
Daraus läßt sieh wiederum entnehmen, daß B, einen 
maximalen Wert (üj) und einen minimalen (R^) annimmt, 
und zwar fallen die zugehörigen Tangentenrichtungen in die 
Hauptachsen von C. 

Bei einer Ellipse ist bekannt (s. diese Sammlung 
Bd. Vm, § 42), daß die Haihachsen a, b der größte resp. 
kleinste Halbmesser sind, mithin wird hier: 

(41) R^^a^, M^=bK 

liegt dagegen eine Hyperbel vor, mit der Mittelpunkts- 
gieichung: 

(42) -1-1^-1- 
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and man echaeidet mit einer Geraden durch den Mittelpunkt, 
a: = rco8oj, v = rsin(p, so kommt: 



cos'ip sin*?) J'(T') * 

Soll der Nenner N{^) einen extremen Wert erhalten, 
80 hat man (Biffr. § 18, II.) die Bedingung: 

(44) N'iv) 8in2y(-^,+ y_0, 

der die beiden Werte <p — 0, <p^-j, also die RichtungeD 

der Hauptachsen der Hyperbel (42) entsprechen. Die zweite 

Ableitung If"((p) = — 2 cos 2<p\-^ + jjjist{är tp = negativ, 

für q>'^-^ positiv, also wird r* für die Hauptachse ^ = 0) 

ein Minimum, für die NebenschBe (x = 0) ein Maximum: 

(41') 7J^ = -h*, li^^a^. 

Die analoge Betrachtung ßr die Ellipse führt nochmals 
zu (41). An die Stelle von (43), (44) tritt: 

(45) •"' = — ?-^-^-i~ = W-w 
"■ ' 008^95 8m*9J ■"(9') 



(46) N'(v) sm2y^- - j^-j - , 

während J/'"(9i>) jetzt gleich — 2cos29j(— ^— ,.. )= + ~ — ^ — 

wird. 

Führt man jetzt statt der Krümmungsradien R, die rezi- 

prokenWerte E, = ^ ein, so daß (41) und (41') die Form 

annehmen : 
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80 entsteht auf Grund von (40), (43), (45) die „Eulersche 
Gleichung": 

(VJID i ^' = ^1 ""^ V + ^ ^'"^^ "P (EUipse) , 

\ Kr = Ki cos^ <p + Kl sin^ ^ (Hyperbel). 

Faßt man den Meusnieracben Satz (HI) imd den 
Eulersohen (VIH) zusammen, so ist der Krümmungsradius R 
eines beliebigen ebenen Schnittes durch P leicht bestimmbar; 
durch den ersteren Satz wird R auf den KrQmmmigsradins R, 
eines Normal Schnittes zurückgeführt, und R, wiederum durch 
den Eulerschen Satz auf die beiden Hauptkrümmungsradien; 
die geometrische Konstruktion von By war bei (40) an- 



Man nennt die beiden Normabichnitte in P, denen die 
Hauptkrümmungsradien Rj,R^ angehören, die „Haupt- 
normalsehnitte" der Fläche in P. Eine Kurve auf der 
Fläche, längs deren die Tangente stets in einen Hanpt- 
normalaehnitt fällt, ist gemäß (IV) eine „Krümmnngslinie" 
der Fläche. Durch jeden Punkt P der Fläche gehen zwei 
Krümm ungslinien, die sich daselbst gemäß (41), (41') rechi- 
winkelig schneiden. 

Man gibt dieser Tatsache den Ausdruck: 
„Die KrümmuDgsHnien einer Fläche bilden 
eine Ortbogonalschar." 

Wenn die Gleichimg Wi—j--, -jt] = (> ^wei reelle Wur- 
zeln hat, wenn also die Diskriminante LN^ M^ negativ ist, 
so wird die Krümmung Null, d. h. der Normalschnitt weist 
dann in P einen Wendepunkt auf (§ 18, S. 225), die Tangente 
heißt eine Haupttangente der Fläche. Kurven auf der 
Fläche, deren Tangenten sämtlich Haupttangenten sind, heißen 
Haupttangentenkurven, ihre Differentialgleichung ist 

Bezüglich weiterer Entwickelung der Flächentheorie sei 
auf diese Sammlung, Bd. XXIX und XUV verwiesen. 
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Abschnitt IV. 
SystematiBche Integralrechnimg. 

Kapitel I. 

AuBwertuns elementarer Integrale. 

§ 25. Die einfochsten Intogralformeln. 

Nach § 4, IX war das unbeBtimnit« Integral einer 
Funktion g(x) definiert durch: 

(1) fg{x)dx = Fix) + e, F'{x)=g{x), 

wo c die willkürliche Konstante bedeutet*). 

Es ist jedoch daran zu erinnern, daß das unbeg^mmte 
Integra] ursprünglich aus dem bestiEamten hervorging, wenn 
man dem letzteren eine variable obere Grenze x, und eine 
willkürliche untere Grenze a beilegte (§ 4, SI): 

(2) jg{x)dx='jg{x)dx'-F{x)~F{a), F'{x) = g{x); 

hierbei ist von der g^ebeu gedachten Funktion g(x) voraus- 
zusetzen, daß sie im Intervall (a, x) gleichmäßig stetig ist 
Die im folgenden benutzten allgemeinen Integralsätze 
findet man in § 5. Indem wir die Formeln für die erste Ab- 
leitnng der elementaren Funktionen (DifTr. §§ 8 bis 12) nun- 
mehr sÜB Integralformeln schreiben, teilen wir sie in Gruppen 



L den praktischen Formeln der 
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ein je nach der Natur der Integralfunktion g(sc). Die erste 
Gruppe werde gebildet durch die Potenz g{j^=^af, wo m 
ein beliebter Exponent (;^— 1) sei, die zweite durch die 

rationalen Funktionen g(x) = — und s(3^)= +^r~; "" j» ^® 

dritte durch die irrationalen: n(.r) = -|- — -, die vierte 

durch die trigonometrischen Funktionen g(x) = smx, 

cosa;, . „ , — - , endlich die fünfte durch die Expo- 

sin'j; cos*a; 
nentialfunktion j(ic) = o*, speziell g=e'. Danach hat 
man die Tabelle: 

,11, f;=,,. 

(Illa)/ — „.=T^da! = arcsin3:, / — ^i.;^^^d3: = arcco8a!: 
J +p^x^ J +yl~x' 

(IV a) / eina; dic = — coscc , / co8:c dx = sina; ; 
(IVb) / . „ da: = — cotga; , / ■ — -~ dx = iex : 
(V) ja'dx^a'-^, je'dx = ^. 

Im folgenden soll diese Tabelle sukzessive ei^änzt 
werden, indem innerhalb jeder Gruppe verwandte Integral- 
f nnktionen eingefügt werden. 



§ 26. Die Gruppe (I). Die Inte/^alfonktion ist eine 

Potenz oder ein Aggregat Ton Potenzen. Spezialfall 

einer ganzen Integralfonktion. 

In der Gruppe (I) war der Fall im = — 1 ausgeschlossen, 
da für ihn die rechte Seite von (I) zunächst versagt; das 
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/dx 
-- = lx ist daher der Gruppe (II) zugewiesen 

worden. Indessen läßt sich, auch unter Benützung; der 
Formel (I), der Fall m = — l durch einen geeigneten Grenz- 
prozeö erledigen. Gemäß (2) ecbreibe man (I) genauer: 



(3) 



«+1 



wo a auf eine willkürliche, aber positive Konstante be- 
schränkt, und m als ein variabler Exponent aufgefaßt werde. 
Für limm= — 1 nimmt die rechte Seite von (3) die Form 
eines „unbestimmten" Ausdrucks g an (Diffr. (17) I); um dessen 
„wahren" Wert zu finden, hat man Zähler und Neuner nach 
m zu differenzieren und alsdann den kritischen Wert m = — l 
einzusetzen. Nun ist: 

-— = x'"+'-lz, -^ =o'"+l/« .. '- .. ' .. / = i 

am am am 

somit ergibt sich: 

(4) lim — — -~ — lx — la = l — , 

m = -l OT+l a 

in Übereinstimmung mit Diffr. § 12, IV, S. 128, wo die Formel 
(4) auf indirektem Wege gewonnen wurde. Das Integral auf 
der linken Seite von (3) geht aber für lim m = —l über in 

I —dx; die Vergleiehung mit (4) liefert also in der Tat, 

bei Weglassung der willkürlichen Konstanten la die For- 
mel (II). 

Unter Anwendung des Satzes § 5, (VH) erweitert sich, 
wenn a, b, c konstante Koeffizienten bedeuten, die Formel (I) zu : 



(!'} /(o«'" + hx" + CXP + ...) dx 

ax'"+^ , bx^+^ , cxP+^ , . 1 ,s 
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. Im beeoudem ergibt sich hieraus als Integral einer 
ganzen Funktion n**» Grades g{x) = Oo + a^ x -\- a^ x- 

+ ... + a„a;": 

(la) 1(0^ + Oj X + Oi x^ + . ,.-\-a„x")dx 



= a„a: + ai^ + aa- -|---.+a»-i" +«»; 



§ 27. Die Orappe (IT). Die Integralfanktlon Ist eine 
trigonometrisch« FnnlctioD. 

Wir wenden uns vorerst zu der Gruppe IJV), da die 
einschlägigen Resultate auf ganz elementaren Wegen ab- 
geleitet werden können, von besonderer Wichtigkeit sind, 
und auch vielfache Anwendung bei den andern Gruppen, 
insbesondere der Gruppe (HI) finden. 

Ein Blick auf die Formeln (IVa) läßt sofort nach den 
Integralen von tga^ und colga; fragen. Beide Funktionen, 

tex— und cotca:^-; — , sind Brüche, deren Zähler, 

° C033T ° amx 

abgesehen vom Vorzeichen, die Ableitung des Nenners ist. 

Nun ist allgemein [^95(2;)]'-=^—, somit gUt die ent- 

<p{_x) 
sprechende Integralformel : 

Hierbei ist indessen die Funktion qD{x) stillschweigend 
als eine (in dem gedachten Intcgrationsintervalle) positive 
Funktion vorausgesetzt, da sonst l<p{x) reell nicht existieren 
würde. Ist dagegen 9^(3;) negativ, =~y{x), so wird: 

ri«,fair- 5^ -~ '''"'' -?^ 

die Formel (A) ist also ia diesem Falle zu ersetzen dui«h: 

(A') /^j^j dx = l[- <p(x)] , [^{x) negativ]. 

D,...j.i Google 



284 § 27 Die flmppe (IV). 

Im folgenden soll der Köne halber die Formel (A) 

verwendet werden; dabei wird aber stets stillschweigend 
vorausgesetzt, dafi die Funktion tp{x) innerhalb des 
gedachten Integrationaintervalles entweder nur po- 
sitiv oder aber nar negativ ist, nnd dafi im letzteren 
Falle die Funktion <p(j:) unter dem Logarithmus auf 
der rechten Seite von (Ä) durch ihren absoluten 
Wert zu ersetzen ist. Damit lassen sieb jtgxdx und 
jcot^xdx sofort angeben: 

(rVa') / tga: dx^ — Icosx — l , / cotgx dx = l äax , 

in ÜbereinstinunuDg mit § 16, (37). 

Die Formeln (IVb) führen zu der allgemeinen Frage 
nach der Auswertung eines Integrals von der Form jain^xdx, 
jcoB''xdx, wo m irgend ein ganzzahliger, positiver oder 
negativer Exponent seL 

Sei zunächst m — — 1 . 

Durch Einführung des halben Winkels wird, wie iu 
§ V (26): 

,1, Cd' r <i« 



/--/^ 



(2) f-^.f^^ f ™'^+ '"''' , ;« 

^ J sinx J 8inecos2 J eiascoais 

= / tg£ dz-i- 1 cotg£^ de , 

mithin auf Grund von (lYa'): 

,„, C dx X x ,. X 

/dx 
— wird dnrcb die Substitution 
GOS^ 
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'^ — y[-T- = — 1| anf (3) zurückgeführt; man hat, da 



2 4 



Die beiden Ei^bnisse (3), (4) m^eu vereinigt werden in : 

*■ ' J smx ^2' J coax ^\i 2/ 

/dx 
— — durch geeignete 

Btitutionen in algebraische Form, so findet man auf Grund 
von (IVb') den Wert gewieaer Integrale, die den Gruppen (II) 
und (111) angehören. 
Man setze erstens: 

,=1 • n, i ^^ 1 

(5) coaa; = a, siaxi^Yl — e^ , -z- = ■■ — , 

' ' de fT^^ 

80 entsteht: 



Sub- 



' J sinx J l—g^ X f l-{ 



mithin ergibt sich für das zu (IIa) parallele Integral 

wie dnrch Differentiation der rechten Seite leicht bestätigt wird. 
Man setze zweitens: 



1 du 



I dx 



-(l + cotg%). 
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80 kommt gemäß (IV b^: 

\ f du j , 3: 

\Jyi + t" "! 

Hier ist noch cotg^^ durch cotgj;->u aaszndrficken; 
nach § 7, (28) ist: 

(9) Mg^-eotgx+iT+co^-n + il+lii, 

mithin erhält man, in IJhereinBtimmnng mit § 2, (23); § 7, 
(27), (29), die zu (IHa) paraUele Formel: 

Di« Differentiation der rechten Seite zeigt, daß die 
Quadratwurzel fT+x^ auf beiden Seiten von (III b) mit 
demselben Vorzeichen zu nehmen ist. 

Nunmehr gehen wir über zu den Integralen: 

(10) Sm=J6iDrxdx, Cm=jco8''xdx, 

wo der Exponent m im Äugenblick noch ganz beliebig 
sei. Die partielle Integration führt zu Kekursionsformeln. 
Da 8in'"a; = Bina:'8in"~*a7 = — (oosa^yein"'"'^:, so wird: 

(11) S'm = — cos^csin"— •3; + (m — l)y^co8*a;8in"~*a:dj; 

= — cos^csin"— *3;+(Mi — 1)J(1 — 8in*a:)8in"~*xrfa; 
= — cosa; sin"-^«; + (m — 1) S„- i — (m — l)Sm- 

Mithin gelten, wenn man mit C^ analog verfährt'*'), die 
Kekursionsformeln : 

(B) ! '»^- = -'^««^«'^"'"'^ + ('"-1)®—»' 

I mC^= sina;co8"-^a;+(m — l)Cm— s. 

♦) Oder auch, wenn man in die Formel für S„ wiederum 
^ ~ x als neue Variable einführt. 
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Für tM = 2 kommt: 

T\T "\ I ^/siD^xrfa: = — C08a:9inj; + a: = -i('2ai — ain2a:), 
i 2Jcoa*xdx— cosxBmx->(-x=\(^x-ira\a2x), 

wie bereits in § 7, (37) durch EinführuDg des doppelten 
Winkels "ix erkannt wurde. 

Für »1 = 1 wird j wax dx = — ix>5x , j cosx dx = e\nx , 
das sind aber die Formeln (IVa). 

Für «i = wird /-^— r— = — cotca:, f - -^^-dx = tax , 
j »m'X J cos'a: 

das sind aber die Formeln (IVb). 
Für tn = 3 hat man: 







Sfäa'xdx 


— — C08a;8in*a; + 2fi^ 


(IVa™) 






= — cos 3: 8in*a: — 2 cosa; , 




3jcos^xdx 


= 8ina:cos»rC + 2Ci 




1 




= sina:c08'a; + 28ina;, 


übereinstimineiid mit § 9, 


, (8). 


Für 


t». 


1 erhält 


man: 


(12) - 


S_ 


cos« 
' ~ sAn^x 


.2S_., -C„.^-5°f- 


also mit 


Eücluidit auf (IVbl: 


(IWT 




1 Sil«! 

J CQS'^X 


._f?!fi + ;te£ 



Sei jetzt m eine beliebige ganze, positive oder aegative 
Zahl, so gelangt man durch wiederholte Anwendung der 
RekurBionsformein (B) offenbar schließlich entweder zu den 
Integralen Sa = C^ = x, oder aber zu S,, C^ (IVa), oder end- 
lich zu £—1, C—x (IVb'); man ist daher stets imstande, die 
Integrale S„, C« ,, auszuwerten", d. h. durch elementare 
Funktionen darzustellen. 

Auf Grund der Rekursion Bf ormeln (B) lassen sich aber 
auch Sm iiQd Cm als explizite Funktionen von x darstellen. 
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Es genüge, die Rectnune für 8„ dnrchzufflbreti. Man nnter- 
scbeide vier Fälle, je nachdem die ganze Zahl m positiv oder 
negativ, gerade oder ungerade ist. 

Erster Fall, m positiv und gerade. 

Stellt man die Formel (B) für Sm der Reihe nach för 
die Werte ni, m — 2, m — 4,...2 auf, setzt aus der zweiten 
Gleichung den Wert von iS„_j in die erste ein, in die so 
erhaltene Gleichung aus der dritten den Wert von Sm—i > 
nsw,, so erhält man, wenn man zur Abkürzung ain3;=s, 
<iosx = c setzt: 

ml ^m~2 J^ m(m — 2) ""'"*' 

(13) '^"' m[ ^m-2 ^ (m - 2) (m - 4) j 

■^ «»-(m — 2)(»i — 4) ""*' 



wo da^ Gesetz auf der Hand liegt; in dem Faktor von 

— ^ tritt stets eine neue Potenz von s hinzu, mit einem 

m 
je um zwei kleineren Exponenten, während sowohl in Zähler 
als Nenner des zugehörigen Zahlenkoeffizienten die je um 
zwei kleinere Zahl als neuer Faktor hinzutritt, und das letz- 
tere Gesetz gut auch für den Zahlenkoeffizienten des Eest- 
gliedes S„—gi. Da schließlich Sq~x ist, so ergibt sich: 

(IV,) / 



m [' +»-2*^ ' (».-2K». 
(«.-l)(».-3)(»-6)^_, 


-3) 

-4) 


' (m-2)(».-4)(»-6r 

(».-l)(m-3)(«.-5)...3 1 




' ■■■ ' (».-2)(o.-4U«»-6)...2 J 
(».-l)(».-3)(»i-5)...3.I 




' (»(m-2)(».-4)...4.2 
(m positiv, gerade). 
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Die IXifferentiation dieser Formel bestätigt leicht ihre 
Richtigkeit. Denn man hat für »=l,3,5,... 

(U) (-cs"-0'=s"'+»-*— (m — i)s"-»-'c' 

= s- + >— — (»( — ») s"-i — (l—s») 

= s" + • -'(»M + 1 — t) — (m — i) s" -''- 1 . 

Dann aber zerstören sich je zwei Glieder, die mit der- 
selben Potenz von s(s"-*, s"*— *,... s") behaftet sind, und 

68 verbleibt rechts allein das Glied — s^ = s" , wie es 
sein mufi. *" 

Zweiter Fall, m positiv, ungerade. 

Nach demselben Verfahren gelangt man, da das letzte 
Glied Si = — c ist, zur Formel: 

(IV,) J 



« r„-, 1 «•-i^-> 1 (»-Dc«- 


^'>^-! 


m [ ^ m — 2" (m — 2}{m- 


^^ 


(«.-l)(«i-3)(».-6) , 
+ (»_2)(m-4)(„-6) 




(«.-l)(m-3)(».-5)...4.. 




"^■•■'^(».-2)(m-4)(m-6)...3 




(m_l)(m-3)(o.-5)...4.2 J 




''■(i7.-2)(m-4)(»-6)...3-l J' 




{m positiv, ungerade), 





SO daß hier innerhalb des Faktors von — — auch das letzte 

m 
Glied demselben Gesetz unterliegt, wie die übrigen. 

Dritter Fall m negativ und gerade. 

Man setze m = — fi, wo /t positiv und gerade, dann 
nimmt die erste Formel (B) die Gestalt an: 

(16) _^s_^___£__(^ + l)S_j.^,„ 

oder, für /i + 2-^v, wo v wiederum positiv und gerade: 

(16) (v-l)S-. — ^j + (» - 2) S_.,._„ . 

W. Fr. Ueyer, IntegrAltechnung. 19 
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Wendet man.wiederimi das obige Verfahren an, so gelangt 



man schließlich zu S— 1 = — cot^a: = j. Damit kommt 

das Gesetz: 



«'■ 



j. , (v-2)(v-4)...4 1 (y-2)(r^4)...4-2 1] 
^■■■■^{»'-3)(»'-5)...3 s«^ (v-i){v-ö)...3-l s\' 
{v positiv, gerade). 
Ist endlich in (15), (16) /i imd damit anch v positiv 
und QDgerade, so soMießt der Prozeß mit 8-i = ltg-^(lVh'), 
und es kommt: 

,Tvi « = c r 1 v-2 1 (v-2)(v-4) 1 

^ *' " V— lLs'-i"^v-3 s'-^~^(v-3){v-5}s'-^ 

(y-2){v-i)...Z 11 (r-2)(^-4)...3.1 :r 
■^■■■■^(y-3)(»'-5}...2 ssj'^(i— l)(i.-3)...4.2^2' 
(v positiv, ungerade). 

Genau nach demselben Verfahren lassen sich die ent- 
sprechenden Formeln für Cm, C—,(m, v positiv, gerade resp. 
ungerade) ableiten. Kürzer gelangt man aber zum Ziele, 



■wodurch fBm''xdx übei^eht in —jcos'^ydy. Dann ergibt 
sich ohne weiteres, mit Rücksicht auf (IVb'), die Eegel: 

C. „Die den vier Formeln (IV,), aVj), (IVg), 
(IVj) parallel laufenden Formeln für C„, C_, 
unterscheiden sich rechterhand von jenen 
nur dadurch, daß c an die Stelle von s, s an 
die Stelle von — c tritt, während in der 
letzten Formel (IV4) noch das Restglied 

?tg^ ztt ersetzen ist durch icotgl^ — — 

Nunmehr werde die Aufgabe erweitert auf 
mittelung von Integralen von der Crestalt: 

(17) J„^ „ = feia'"x coa'*xdx =Js"cfäx , 
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WO m, n wiederum ganze, positiv« oder negative Zahlen 
sind. Seien znnSchat i» und n noch beliebige Zahlen, so 
wende man aaf Jja,» abermals partielle Integration an, indem 
man unter dem Integral einen Faktor s durch — c' ersetzt: 

(18) tr_,» = — /s™-Vc'da: = — a'"-'c"+' + /c(s"-'c")'rfa;, 
oder nach AuBfuhrung der Differentiation von «"-'c": 

(19) (»+l)J„..= -S"->C»+' + (fM-l)J„_».„+8. 

Auf Gmnd wiedei^olter Anwendung dieser Kekursions- 
formel ließe aich bereite Jm,n B.ai bekannte Integrale zurück- 
führen. Zweckmäßiger aber ersetzt man in J„-s,n+i unter 
dem Integrale einen Faktor c' durch 1— s*, dann wird: 

(20) J«-3.„+! = J«_S,«-Jm,„, 

und (19) gebt über in: 

(D) (»» + «)J'„,„ = -s"-'c"+» + (m-l)J„_j,„. 

Analog erhält man, wenn man in Jm,n einen Faktor c 
durch s' ersetzt, oder wieder kürzer direkt aus (D) verm^ 

der Substitution p= ~—x: 

(DO (»» + »)J«,» = s"+V-> + (»— l)^,,._s. 

Durch wiederfiolte Anwendung von (D) resp, (IV) wird 
also ein positiver Exponent m resp. n sukzessive um zwei 
vermindert, ein negativer Exponent m — 2 resp. n — 2 
sukzessive um zwei erhöht. 

Es genüge die Behandlung der Formel (D). 

Man unterscheide wiederum vier Fälle, je nachdem m 
positiv oder negativ, gerade oder ungerade ist, während » 
eine beKebige ganze Zahl sei. Vorerst werde der Fall 
m-\-n~Q ausgeschlossen. 

Erster Fall, m positiv, gerade. 

Durch wiederholte Anwendung von (D) gelangt man 
schließlich zu Jij,«— C», wo der Wert von C» den Formeln 
(IVi) bis (IVi) und der Regel (C) zu entnehmen ist 

Zieht man die Formeln (D), in denen dem Index m 
der Reihe nach die Werte m, m — 2, m — 4 . ; . 2 beizulegen 

19* 
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Bind, in eine einzige zusammen, und setzt zor Abkürzung c 
für t»-|-n, so kommt: 



(IVi) J.,.- s— '+ 



("-2)(»-4)(°- 



^ (a-2)(c,-4) 
3)^-5) 



'+. 



(m- !)(».- 3)... 3 1 (.i.-l)(»,-3)...3.1 p 

-*-(,_ 2)(a-4)...(e-(»,-2)l J + o(<,-2)...[o-(».-2)) " 
(m positiv, gerade; » beliebig gaozzahlig; m -|- n = o =|= 0, 
— (fw — 2) = »+2). 

Im beeonderen eigibt sieh für » = — 1 , da 
0_.-!eo,^(f-f): 

<^=) ^-.-=-[S+S+-+i]+'°"*(M). 

(»I poBitiv, gerade). 

Zweiter Fall »t positiv, ungerade. 

Das Restglied wird hier (7i,„=Jsc"da;= — — (m^^ — 1); 

nur für n=- — 1 ist Jj,—i=jt^xdx^ — lc eiozusetzea. 

Somit ei^ibt sich (m positiv, ungerade; n beliebig ganz- 
zahlig, (j = «i -j- M =j^ 0): 

5v« ,,.,..-=±![s-.+^:^,s-.+<3-j)(^)-. 



+ 



'^0-2 ^(o— 2)(o-4) 

(■»-l)(m~3)...4 
(„_2)(<,-4)...[»-(».-3)l 

(«.-!)(»— 3). ..4. 2 1 

(o-2)(o-4)...[o-(m-l)] 1' 
[» + -1, „_(m_3)-» + 3]. 



{»(4=1), (ji__, — zc). 
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§ 27. Die Gruppe (TV). 
Die zu (IVI)» (rVa) parallelen Formeln für JLi,„ 
hält man wieder unmittelbar durch die Substitution y -= -„ - 

(« positiv, gerade). 

^ ' ' i«— 1 « 

(« positiv, UDgerade, ^1, J_i,i = Is). 

Nunmehr gehen wir zu einem negativen tn = — fi über. 
IKe Formel (D) nimmt dann die Gestalt an: 

oder Itir fi + 2 = y: 

(DJ (r-l)JL„„ = -s-('-»c"+> + [,.^(»+2)]J_(._„„. 

Sei jetzt fi und damit v positiv ganzzahlig, n ganzzahlig 

Dritter Fall, v positiv, gerade. 

Die wiederholte Anwendung von (Di) fuhrt auf das 
Kestintegml J'o„ = C„. Die Zusammenziehung liefert für 

nv": T _''+'[ 1 -I- " ' , '■(''-^) 1 
(lY.) J --;;rTt-1+7=3 ?=i+(»-3)(,-5)l=="« 

»(;.-2)...[^-(v~4)| 1 I ■,(; .-2)...[;.-(»-2)] 

+ -"^ (r-3)(r-ö)...l ifj"^ ■(r-Dl.-S)...! ''"■ 

(v positiv, gerade, « = )■ — (w4-2), x — (v — 2) = — n), 

wo Cb wiederum den Formeln (IVi) bis (IV^) nebst der 
Regel (C) zu entnehmen ist 

Im besonderen ei^bt sich aus (IV'j) für « = — 1 : 
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Vierter Fall, v positiv, nngerade; n ganzzahlig. 
(Dl) fuhrt schließlich auf das Kestintegral J—i,n. £3 
kommt: 

tf'+^ r 1 |- »^ j_.^it?)_ j_ 

■^y-3 s— * >-3)(v-5)r-s 
^(^-2)...f^_(^_5)] 1 1 «(^-2)...[«-(v- 3)] 
+ -+ (^_3){^_5)...2 s^r (v-l)(v-3)...2 -^■-' 
(vpoaitiv, ungerade, ^=1, x=v— («+2), x— (v— 3) n+1), 

wo JLi,« durch (IVf), (IVS) bestimmt ist, falls « positiv. 

Der Fall >■ = !,« negativ, wird gleich nachher behandelt 
werden. 

Im besonderen fließt aus (lY«) für n = — 1: 

(IVS J-.,-. 

{v positiv, ungerade, 4=1; J~i,-i = ltgx). 
Denn das Bestintegral ist 



X Jeial2x) ^ 



' J sinrrcosa; J sin{23;) 
Aus (IVj) und QYt) gehen aber verm^e der Sub- 
stitution ^ = "5 — X die Parallelformeln hervor: 
(IVä) J->,-. 

{v positiv, gerade); 

(v positiv, ungerade, ^1; J-i,~i = ltgx). 
Diese Formeln {I VI) , (IVJ) erledigen aber gerade 
den oben noch ausgeschlossenen Spezitdfall der Formel 
(lY«), wo V = 1 und n negativ gaozzahlig ist. 
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Endlicli wenden wir ohb zu dem bisher adageschlosseDen 
Soaderfall von (IV'i) bis {IVJ), wo m-\-n^O, d. i. zu den 
Integralen ftg"xdx, jcot^xdx, wo man sich nonmehr auf 
ein poeitives, gerades oder ungerades m beeobränkea kann. 

Zu dem Behuf könnte man zwar die Formel (D) ver- 
wenden, indem man m + n'^2 setzte, man würde aber so 
zu keiner einfachen Entwic^elung gelu^n. Setzt man da- 
gegen in (19) n = —m, so kommt sofort, für T„=-jt"dXj 
r = tga:, r„=jy^dx, y = tMt^x: 

(jM— 1 
"l^'lj '(«»+1). 

Hieraue fließen die Daretellimgen: 

(3"« = /i" t'* ) I"^ fy"dx, T = tga: , y — cotga:): 

+{—l)^x, (m positiv, gerade; Ta = x); 

(rm — l -ro — s i" — S «> — 3 ,a\ 

-|-(— 1) * le, (m positiv, ungerade; Tj = —lc); 

-[-(— 1) 2 X, (m positiv, gerade; r^^x); 

* *' W— 1 m—s m—b ^ ^' ' 2/ 

+{— 1) * is, {m positiv, ungerade; Pi — ls). 
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Damit sind alle Fälle des Integrales J„^ „= J8m~a;c08"a; dx 
für ganzzahlige EzponeDten m, n (inkl. 0) ersclidpft Das 
Hauptergebnis ist: 

E. „Jedes Integral J^^ = f3m''xcos''xdxlä.Bt 
sich bei ganzzahligen Exponenten m,n darch 
elementare Funktionen darstellen." 

Mit Hilfe dieser Integrale J^.h wird auch eine gewisse 
Klasse von Integralen aus den Gruppen (H) und (lÜ) mit- 
erledigt. Führt man nämlich z = t^x als neue Variable ein, 
so daS*): 

T 1 da; 1 

so kommt: 



(F) J„,n{x) = jsin'^xaos'^xdx^f ^-^^^^z^izf^dr, 

J J(l+j2— S— 

gekehrt: 

f ■• , d,. 

Jil + zV 

iebig 

/■-^„ 

J(l + .')' 

ungerades v dagegen in di 
Ifunktionen. 
die Regel: 

r t" 
i — - — ^dt, 

i(i+tr 

wo m, V beliebige ganze (positive oder nega- 
tive) Zahlen sind, ist durch elementare Funk- 
tionen darstellbar. Zu dem Behuf bat man 
in den früher gegebenen Entwickelungen für 



*) Die Vorzeichen der Quadratwurzeln sind hier durch das 
jeweils geeignet zu wählende Intervall von x, resp. t bedingt. 
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'(1 

oder auch umgekehrt: 



Ist m beliebig ganzzaUig, v eine gerade ganze Zahl, so 
gehört / dz in die Klasse (H) rationaler Integral- 

i(i +.■)'■ 

funktionen; ffir ein ungerades v dagegen in die Klasse (HI) 
irrationaler Integralfuuktionen. 
Man hat also die Regel: 

F. „Jedes Integral von der Form / 
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«^M,*— (n-fs) <lifi Größen ein:!;, cos^, x resp. za 
ersetzen durch -, -, arctgr." 

Für »i+M=0 spezialisieren sieh die Formeln (F), (F^ zu: 
(Fl) r„ =/tg~'^ dx =/3^ dt : 

F,. „Um / dz bei positivem resp. 

negativem m auszuwerten, hat man nur in 
den Formein {IV,') bis (IV|) rechterhand 

T ZU belassen, y durch — , x durch arctgr, 

c durch ------. , s durch -,-^--- zu ersetzen." 



% 28. Einfache Integrale der Ornppe (III). Der Nenner 

der Integralüinktlon ist die Quadratwurzel ans einer 

ganzen Funktion 2. Orades. 

/dx 
■■ analog 

„„ . „ Ü,l: "■' 

] ii"+x^ 

§ 2, (23) und § 7, (27), (29) ermittelt worden: 



gebildete (III b) / ^ _ ist bereits auf S, 



wo rechts und links der Quadratwurzel das nämliche Vor- 
zeichen beizulegen ist. Das Integral möge hier nochmals be- 
handelt werden, nach eiuer oft zum Ziele juhrenden Methode. 
Indem wir etwas allgemeiner ^c + x^ statt ^l + x^ setzen, 
fuhren wir eine neue Variable s ein: 

(1) ^=ic + x^-\-<p{x), 

wo das Vorzeichen der Wurzel dasselbe sein soll, wie unter 
dem Integralzeichen, und wo ober die willkürliche Funktion 
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ip{x) so verfügt werden boU, daä man auf ein bekanntes 
Elementarinte^al zurückkommt. Es wird: 

„, ds X , ,, •, dx ic + x* 



dx 



so daß vermöge (1) entsteht: 

Jyc-^x^ Jx 



da 

\- 9/(3:) yc+^ 

Man versuche jetzt, ^(:r) so zu bestimmen, daß der 
Nenner x + q/(x) ^c + x* mit e selbBt übereinstünmt: 

(4) x + tf/(x}^c + x^^e = -}/c + x-^ + ip{x), 
oder: 

(40 X-<pix)^-f+^^[l-q/{x)]. 

Die Forderung (4^) wird offenbar auf die einfachste 
Art durch 

(5) .p{x)-x, <f/(x) = l 

erfallt. Da aber j — = Is (U), so wird in der Tat: 
(IHb') r^^^iC^r + y^M^). 

J yx^+c 



Die Formel (Illa) werde entsprechend verallgemeinert. 
Im Integrale / ,_ —- ^ - führe man z = — als neue Variable 

j y«*— a* o 

ein, so kommt unmittelbar: 

/TTT ,v f ^^ . X f dx X 

(Illa') / — ^ = arc sm— , / - ■■■ , ■ - = arc C08 — . 

j+fa^-x-' « J —^a^ — x' « 

Da die Summe der beiden Int^;ralfunktiouen — ■ .. ■ . 
j +yoS_3;! 

und - — - verschwindet, so können sich nach dem Satee (I) 
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des § 1 die beiden rechten Seiten von (Ula') nur um eine 
Konstante unterBcheiden. In der Tat ist, nach der Definition 
des ^sin und arccos (Difir. § 10): 

(6) arc ein — |- arc cos— = ^ . 



Nnnmehr trete an die Stelle der Intesrale /— ^ ^ 

, r Äx . .. . iv^'-t 



/dx f dx 

.... . --.-■ : = / , , WO 

(7) f{x) = ax* + 2hx-{-c, 

und a, b, c beliebige (reelle) Koeffizienten seien. Das Vor- 
zeichen der Quadratwurzel werde etwa positiv angenomtneo. 

Erster Hauptfall, a positiv. 

£s gilt die Identität: 

(8) afix) = {ax + by + (ae - fc») . 

Der Ausdruck 6* — ac heißt die ,J>iskriminante" von f 
{Diffr. § 1, S. 67). Je nachdem 6' — ac positiv oder n^ativ, 
setze man: 



(9) V-ac = ±A^, J = + y±(^^^, 
so daß (8) übergeht in: 

(S-) af{x) = {ax^bY + AK 

Um jetzt das Int^ral / , =^j— *)aiifdiR 

Normalform (III b') zu bnngen führe man 

(10) z = ax+b 
als neue Vari^le ein. Dann wird: 

*) Die Wurzel vor dem Inte^al ist positiv zu nehmen; das 
Entsprechende ^t stets im folgenden. 
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also nach Einsetzung des Wertes von z (10), gemäß (8^: 

(HIB) ( ^"^ =(4^ — %l[ax->t-h + i^m\, 

{a positiv). 

Zweiter Hauptfall, a negativ. 

Man schreibe die Identität (8) jetzt in der Gestalt: 

(12) -af{x)^{h^~ae)~{ax+by. 

Hier kommt nur der Fall einer positiven Diskriminante : 

(13) ¥ — ac=+A^, J=+ib^^äc 

in Betracht, da bei negativer Diskriminante ifi^, and damit 
auch das Integral nicht reell ausfallen würde. 
Vermöge der Substitution (10) kommt: 

,.,, f äx 1 f dz 1 . z 

oder bei Einsetzung des Wertes von s: 

]iax^ + 2hx + c Jim -tT^ ^ 



{a negativ). 

Ist dagegen a = 0, so tritt ein Grenzfall ein, der aber 
sofort direkt zu erledigen ist Dann reduziert sich f(x) auf 
2bx-i-c, wo b von Null verschieden vorausgesetzt werden 
darf; denn für b'^O hätte man das Int^;ral einer Kon- 
stanten —= , das nach (I) den Wert —pr. besitzt. Für f{x\ 

ye yc 

='2bx-i-c kommt sofort: 

Ji2bx + , b' 
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Mau kann indessen die Frage aufwerfen, ob nicht dies 
Ei^bnifl (irCC) direkt ans den Formeln (III A), (IIIB) 
für lima = ableitbar ist Zunächst werden die rechten 
Seiten von (IIIA) und (HIB) für lima^O uneudlicb groß. 
Greift; mau aber, wie es stete in zweifelhaften Fällen nötig 
ist, auf die ursprüngliche Definition des unbestimmten Inte- 
gres als die eines bestimniteii mit den Grenzen a , x 
(ix variierend) zurück, so erhält man im Falle (III A) 
(a negativ): 



' dx 1 r . ax + b . flöt + il 
=- ■ art^Hin — , - — arcsin — -.---\- 



Für linia = reduziert sieh jeder der beiden arcsin, 
da limJ = &, auf aresinl =-x^, so daß die rechte Seite von 

(IIIA) ein unbestimmter Ausdruck von der Form -J wird. 
Gemäß der ßegel (Diffr. § 17, 1) differenziere man Zähler und 
Nenner nach a und setze sodann im Quotienten a = 0. Bei 
der Ausführung hebt sieh der Faktor /— a weg, und der 
Grenzprozeß lima = liefert: 

r äx _ 1^ { 2bx + € _ _2fca+£l 



■•'^[pbx + c--pbci + c], 



d. i. aber das Resultat (IIIC). 

Entsprechend verfährt man bei der Formel (HIB} 
(a positiv). Es kommt: 



(HIB) 



/dx _ \ .ax -\-b + '^äf(x] 
iW)^7^ a«+6+y«7(« 



wo die rechte Seit« fnr limo = wiederum die Form ^ 
annimmt. Differenziert man Zähler und Nenner nach a, so 
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= f(x)-\-ax^, so erhält man abermals (a positiv): 



lim/_^^.^l 




L e. (mC). 

Sodami ist Doch der Grenzfall einer verBchwindenden 
Biskriminante in Betracht zu ziehen. Dies kann nur im 
ersten Hauptfalle eintreten, da beim zweiten gemäß (13) 
if(x) wiederum nicht reell sein würde. 

Im ersten Haaptfalle reduziert sich (S') für J = auf: 
(15) af(x) = {aX'^l)K 

und damit (11) auf: 

^^^^ /'-^ = -^i(. + ^) = -^i(2^) = -^[i5 + ?2], 

J if{x) ia ia ya 

oder, wenn man den Bestandteil -=12 in die willkürliche 

iz 

Konstante des Integrals wirft: 

(inBO f -- ^"^ ^ =i^f-^=^l(ax + b), {b'^ae), 
Jiax^ + 2bx+c ' jax+b f^^ ' "^ 

wie es gemäß § 27, (A) sein muß. 

Nunmehr gehen wir über zu den Integralen /(''/'(a:) da: , 
wo f(x) (7) wiederum eine ganze Funktion 2. Grades in x 
sei. Zunächst mögen die den Formeln (Illb^ und (Jlla') 
parallel gehenden für jic -\-x'^dx, NA^ — x^dx aufgestellt 
werden. Durch Erweiterung mit der Quadratwurzel kommt: 

(17) fVc + ^dx= ( —— d^-+ fx- , ^ dx, 

J Jic^T^^ J ic^ + x' 
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und, da ■■■ — = (Vc* -|- x^', durch partielle IntegratJon, 

yc^ + x^ 

und gemäß (lUb'): 

(18) j^c + ^dx=cl(x+-^c^^xi)+xYe^ + x^~jfc + x^dx, 
folglich, für positives oder negatives c: 
(Illb'i) 2J-^x^+edx = x-fx^ + c + cl{x + ix^ + c). 
In derselben Weise ergibt sich, gemäß (IXla'): 
(Illa'i) 2/Vzl»~a;»(?a; = a;yj»-a;» + J2are8in-|. 



Wendet man nuamehr anf das . 



^meinere Integral 

" dx 



Nf(x)dx dasselbe Verfahren an, wie oben bei i—^ 

' JM 

SO erweitem sich die Formeln (Illbi) und (Illai) zu: 

(IIIB,) 2f]ft(^) dx = 2fYax^ + 2bx + c dx 

= ^[{ax + b)i^fi^) + AH(ax + b+i^f(^))], 
aya 

[a positiv; J^ ^ _j_ ^ja „ ^c)] ; 

(HI Ai) 2}yf(x) dx = 2fyäx^+2bx + c dx 

(a negativ; A = -\- fb' — ae) . 



Im Übei^;angBfiille a = führe man in jy2bx -]- cdx 
e = 2bx-]~c als neue Variable ein, so geht das Integral 
über in -^j z^de, das gemäß (I) den Wert ^z^ besitzt; 
mithiu wird: 
(inCi) jpbx + cdx = ^ (y2b^+cf. 

Wie (IlIC) aufl (HIA) oder (UIB), läßt sich audi 
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(TIICi) durch direkten Grenzübergang für lmia = aus[{IIIAj) 
oder auch aus (niB^)_ gewinnen. 

In dem zweiten Übergangsfalle J = kommt wiederum 
nur die Formel (HIB,) in Betracht; man hat ohne weiteres: 

(niB;) fdxff(x) = ^-^{ax + by, {b^ = ac), 
J 2aia 

wie auch direkt auf Grund von (15) zu ersehen ist.*) 

Man hätte das Integral fifi^) dx durch Erweiterung 
mit der Quadratwurzel auch in die Gestalt bringen können : 

(19) /y/^) die = fdx iax^ + 2bx + c = T-^f^ü*^ + " ■'- 

•J J Jiaxi + 2 



\-2hx+c 



•) Da y' = 03!' + 26a!+c die gemeinsame Schsttelgleichung 
der Kegelschnitte ist (Dif&. § 4, 8. 42), so ist &uf Grund von 
§ 4, V. duroh die Formeln {HIB,), (llIA,), (inC,) die Quadratur 
der Eegeleohnitte allgemein fOr den Fall erledigt, wo die x- Achse 
die eine Achse des Eegelsohnittes ist. Im Fidle (HIB,) nimmt 
die Gleichung y' = ax^-\-ibi-\-c die Form an: ou*i=(aa;-i-6)'+ J' 

oder± — /~Ä'\i — ^7j\J ~ ^' ^' '-«met Hyperbel mit dem Mittelpunkt 

y^Q, o;= , und den Halbachsen - 

gibt sich entsprechend ■ -f , j .t = 1 j ^■^- ^'"^ Ellipse 

mitdemUittelpimkttz-^O, a^=——, und den Halbachsen , . 

Endlich entspricht {nie,) die Parabel i/'=26a!+c=26fa:+^j 

mit dem Scheitel j/ = 0, ^""öt '™'1 ^^°' Parameter 6. 

Umgekehrt wftre man daher auch von den Quadratur- 
formeln (II), (m) des § 7 für Ellipse und Hyperbel direkt zu 
den Integr&lformeln (IIIA,), (HIB,) gelangt. 

Aber auch bei ganz beliebiger Lage des Koordinatensystems 
bietet die Quadratur der Kegelschnitte keine Schwierigkeit mehr. 
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Bann erbenot man, wie sich das Integral linkertiaiid 

dem alleemeinereii /— ^^dx unterordnet. 

J yax-^-\-2hx-^c 

Aber die Auswertung dieser Integrale (für ein posi- 
tives oder negatives,' ganzzahliges m) ist mit Rücksicht auf 
das Folgende ohnehin unerläßlich. 

Man lege zuvörderst wiederum die Normaliut^rale za- 
grunde: 

(20) K„=f'^—.dx, (20a) L„=f^^^dx. 

Spaltet man in K„ von x" einen Faktor x ab, und sieht 

— als Ableitung von ^c-^-x"^ an, so liefert die partielle 

\e + x^ 
Integration : 

K„,= f——=^dx=x^—^'j/e-\-x- — {m—l)J3f'—^yc+x^dx 

J yc+x^ J 

(21) ^x«-'lß+x^~{m~l)l ^~^^'''^ dx 

J yc+x^ 

=3?"-'^fc+xi—cim—l)K„_s—(m—l)K„, 

Wenn der Koeffizient Ton y' niclit verschwindet, so lautet die Glei- 
chung des Kegelschnitte (b. diese Sammlung Bd. Vm, § 26) J»' — 
2y( ax+ß) + {ax^ + 2bx+c) = 0, oder nach yaufgelöst: y=«a;-f ^ 
-\-y(ax-\-ß)'~(ax' + 2bx + c) = ax+ß-\-YF{x). Man hat sich auf 
ein Intervall von x zu beschränken, wo die Quadratwurzel einerlei 

Vorzeichen besitzt. Da j(ci x-\- ß)dx^ —^ -^ ßx, aa ist auch jetzt 

gemäß (lUB,), (UTA,), (IIIC,) die Quadratur bez. der ai-Aehse 
erledigt, und damit auch auf Grund von § 5 (IVa) die Quadratui' 
bez. der j-Achae. Verschwindet dagegen der Koeffizient von y', 
so verfahre man analog mit x*. 

Versohwinden endlich die Koeffizienten von x' und y', so 
ist die Gleichung des Kegelschnitts (Hyperbel) von der Gestalt: 

j/= — J^t ™'e c von Null verschieden sein muL Dann führe 

man in / — 'TT^^'" '^'* neue Variable f = ca;-j-(i ein, so geht 

das Integral über in -^ ( ' dS = -jS-\ j— 1|. 

W. Fr. Heyer, IntegralTecbDung. 30 
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und damit die Rekursionsformel: 

(G) mK„+c(m^l)K„-t-"3-°'^^ic + x^. 

Für ein gaozzahliges m führt die sukzeBBive Anwendung 
von (6) sdüießlich auf ein Restinteeral von einer der Fonnen 
K^, Ky, K^i, das jeweils auf direktem Wege beetimmt 
werden muß. Zunächst ist (b. S. 298): 

(inb') l^-i r' -l(T + ic + x'). 

Wetter ißt unmittelbar: 

Jp + x' 

Um dritteos das lotegral ^ i^ST i(^)=/-^ - — - rfr 
. Jx-fe + x' 
zu ermitteln, bediene man sich der Substitution: 

1 dx 1 



(22) 



so entsteht: 

(23) A:_,(i). 



dl 



-h 



VCÄ^ + l' 



Von jetzt ab trenne man die beiden FäUe eines positiven 
und negativen c: 
(24) c^+J». 

Im erateren Falle führe man u^As als neue Variable 
ein, so geht K^i{x) über in: 

[nach(IIIb)], mithin erhält mau nach Wiedereinführung von«: 

(iii^) E-, — 1;^ 



(c positiv, =zl^). 
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Anf demEelbea Wege eif;ibt sicli färemiK^ativesc=— J* 
nach (Illa): 

/1-nom tr l . A 1 , V— c 

(lllö") Ä_i = — .arcsm— = — ;=^arcsm— -, 

(c negativ, =— J*}. 
Nunmehr werden, wie bei (IVi) bis (IV,), behufs Ver- 
wendtmg von (Q) Eur expliziten Darstellung von £^, die vier 
Fälle eines positiven und negativen, geraden und ungeraden 



Erster Fall, t» positiv, gerade. 
Setzt man die Formel (G) für die Indizeswerte m,, m— 2, 
...2 an, und zieht zusammen, so kommt^ gemäß (lilb"): 

(Dil) ICn=f- T-"- ä^ 

Jyc+x^ 

m ' L m—2 {m—2){m-i) 

(m positiv, gerade). 
In derselben Weise entsteht auf Grund von {lUß): 
Zweiter Fall, m positiv, ungerade: 



(in,) 








m 


k- 


-i„ca^-' 






+(- 


-1)' 






+(- 


-if 






1L=! Im^l)im-3)..A 
()»-2)(m-4)...3 

■üfi (.»-1)(«.-3)...2 1 
(>»-2)(i>i-4)...lJ' 
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Ntuunehr sei m n^ativ, =—/*, so nimmt (G) die Ge- 
stalt an: 

(25) ftK-^ + (/* + 1)cäL,^+,) J_^ j }'c + x^, 

oder für /^-t-2 = v: 

(Gl) c(r~l)ÄL, + (y-2)ÄL(,_s, = -^yc"-M-S 

womns im Besondern für » = 2 folgt : 

(250 cÄL, = -— yc»+^». 

Dritter Fall, v positiv, gerade. 

Das Kestintegral ist ÄL» (25'), somit ei^t sich: 



(in.) 



.ff- 



äryc+x- 
1 



jr-« <»-3)(v-5) ^-T^' ' »• (,-3)(»-5)...3 

-<-"'-^ !:::itg:::; ]- <'p«.-.^-e, 

Vierter Fall, v positiv, ungerade. 

Das Kestintegral ist jetzt K—i, für das, je nachdem c 
positiv oder n^ativ ist, der "Wert (III^ resp. {HIß") zo 
substituieren ist: 



(TIIJ 






;7' (>-2)fr-4 ) ,( i;4'V('-a)('-4)-3] 

■ (,-3)(,-5) ^■•■+' '' x''^(,.-3)(,-5)...2l 
.;-fi (..-2Kr-4)...3 -l^ 
+<"•' . (,-l)(,-3)...4T2'*^" 
(f positiv, ungerade); 
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Einfache Integrale der Grupp« (III). 

— 11 1 (c positiv) 

I y7 X ^ 1- ' 

1 Y^ 

— 1^ arcsin-^ (e negativ) 

y — c ^ 



Ganz analoge EntwickeluBgea gelten för das Integral 

(20a) L„^f^^^dx, (c positiv, =J% 

J yc — x^ 

Indem man jetzt die Int^;ralfunktioQ zerl^ in das 
Produkt (— af - •) 1 --:= \ = {— 3f-')(\c — x^)' , und par- 



tielle Integration anwendet, erhält man die zu (G) parallele 

Rekurs! onä ormel : 

(GO wL„-c(»*-l)L„,. 

Durch wiederholte Anwendung von (G^ gelangt man 
schließlich zu einem Restintegral von einer der Formen 
L(t,Li,L—\. Man erhält genau entsprechend den Formeln 

{nibo, (in^, {mß^: 



ong V 
:al vo 
entsp 

(lUa') Ln'=l — ■ = arc sin-r 

(in., A=/"-^ — 



(III.') L_ 



dx 



A'-x^, 

1 /i+yj'-«' 



j!" 



(Uli 



J^ — rci 
Erster Fall, m positiv, gerad< 

x\c — 3;' ' 



■^H^ 



-äx = — 



_, (m-l)(m~3) 
(m-3)(.«-4)"^--' 



(m~l)(»»- 3)...31 
■(m — 3)(m -4y..."2j 



, |(m— l)ri»-3)...3-l . .» 

+ c' ; ^T7 7— ^ arc sin- ^ 

«i(»t — 2). ..4-2 yc 

(m positiv, gerade; c positiv). 
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310 § 38- Einfache Integrale der Gruppe (III). 

Zweiter Fall, lu positiv, uogerade: 



(Uli) £« = / -^"' dx = -^^c^^\af—^ + caf"- 

^^ (m-2)(m-4)+"-*^^ ^ (m-2)(w- 4)...3 

"^-' ('»-1)(^~3)...4^1 

^'"^ ■'^ ■ (m — 2)(m- 4)'...3-l J' 

[tu positiv, ungerade; e positiv). 

Im Falle eines negativen m = ~fi = -~{v — 2) nimmt 
die RekuFsicmsformel (6^ die Giestalt an; 

(Gi) e{v - 1).£_, - (r - 2) L- ,._„ -i-i ye~i' . 

Dritter Fall, v positiv, gerade: 

an» 



tier fall, v posiLiv, geraue: 

J x'^c—x^ v — i' hr ^ 

c'~\-2 »■~'(r^2)(v-4) <:■(>- 2)(>— 1)...4 

■^»— '»-S"''«— s(i.-3|(.— 6)'^'"''"»'(»-3)(»-6)...3 
eM- -2U»'-4)...4-2l 
"^i («-3)(»-5)...3-lJ' 
(* positiv, gerade; c positiv). 
Vierter Fall, v positiv, ungerade; 

(HU) r^'L_._/"fV ,-■„— '-7yr--iif^ 
^ ' Ja^-Vc-»' --1' l'»'^' 

^c i »-2 £^(.;-2)(^-4), c« (r-2)(..-4)...3 | 

.f- ' v-S ^ I— ' (»-3)(v~5) ^ ■'"'"a:'(>— 3)(>'-5)...2j 



(»-I)(r-3)...4.2 /s 
(v positiv, ungerade; c positiv). 
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Auf Grrund der in den Formelgruppen (III^, . . . HI^); 
(Uli, - • • ni«) ausgewerteten NormaliDtegrale £»> L^ gehen 
wir über zu den allgemeineren Integralen von der Form: 

(26) J„ = (-,' -.- "C.^^dx^f- ^ dx , 

] iax^ + 2hx + c j im 

wo t» wieder eine positive oder negative ganze Zahl sei. 
Bei positivem m trenne man die Fälle eines poBitiven and 
negativen a, bei n^ativem m die eines positiven und ne- 
gativen c. 

Fret'er Fall, m positiv, a positiv. 

Vermöge (S^ wird, wie bei (IIIB): 

(27) /„=y^/"-^=-^L_^ z) =+y±(F-«^. 

J y(oa: + 6)2 + Js 

Die Substitution; 

(10) !S = ax + b, 1*=-, 

' ' dz a 

führt das Integral Ja,, das jetzt genauer mit Jin(^} bezeichnet 
werde, über in: 

(28) ^.W- •'! /" r^S£^- ä,^-^- f'lr&-, 

^ ' a-'J \(ax + b)^ + A'- a'-faj y5^+J« 

l) entwickelt, 
(20) ^-<''-/^ 



oder, wenn man (s—b)'" uach dem binomischen Satze 
(Diffr. § 6) entwickelt, gemäß der Definition von Km (29): 



x^dx 

+ »ia t*K„,_,(^)-. ..+(-!)•" t«'Äo(i>)], 
(m positiv, a positiv; = ax-\-b}, 



J yax^ + 2''- • '" 



wo Jm,,»(2i--' <i'6 ZU m gehörigen BinomialkoetfisienteD be- 
zeichnen, und die K„,, K„,-i... den Formeln (MJ, (IIIj) 
zu entnehmen sind. 
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Zweiter Fall, m positiv, a negativ. 
Auf dieselbe Weise entetebt, gemSS der Definitioii von 
L„ (20ä): 

(20a) i.(^)=/.^=^, A = + y'b^ 






(III»,) M'')-(rF^':%::r-- ..'.,- [^^-W-«.'!— .» 



l'oa^+2ia;-j-c — a"')'— . 
+ »M,&*i„_,(^) -... + (- ^yirL^iz)], 
[m positiv, a negativ; z = ax-^b). 

Ist dag^en der Index m in (26) negativ, =~-ji, 
bediene man sieb vorerst der Snbstitution : 

(29) » = -, ^—-„ 

X du M' 

80 verwandelt sich das Integral </_,,, wie folgt: 

(30) j_»_/'_,^'^^ r, '""''" 

oder, wenn man lieber ft+l fär fi setzt: 
(SO-) J_(,+„(«)-/'- '*■' 



wdu 



(^ = 0,1,2...). 



J yCM2 + 2ftM + ß 

Das Int^ral J mit einem negativen Index — (/i+1) 
ist dadurch auf ein ebensolches mit einem positiven Index /i, 
zurückgeführt, nur daß in letzterem die Reihenfolge der 
Koeffizienten a, h, c umgekehrt ist, also in genauerer Be- 
zeichnung: 
(30') J-ij,-\-i){x; a, h, c)^ — J^{ti; c,l,a), xu=\ . 

Das neue Integral (/^(m; c, b, a) wird nunmehr genau 
ebenso behandelt, wie soeben das Integral Jm(x', a,b,c) in 
(in»i) und (ni»j), wobei K„iz), L„(b) aus (20), <20a) 
zu entnehmen sind. Die Größe A- ändert sich dabei nicht. 



g 28. Ein&«he Integrale der arupne (Ulj. 313 

Dritter FalL fi positiv (inkl. 0), c positiv: 

eye 
+^h'K,^,{i)-...+{-iyb-KM], 

{fi positiv^ inkl. 0; c positiv; 2= — F^). 
Vierter FalL /i positiv {inkl. 0), c negativ: 

(IV»,) J-^+t,ix)-f , *'" 

-+ -!— [i,W-ft6i,-.M 
cy— c 

+/^Mi^_,(*)~ ... + (- i)"&^i;o (2)] , 

(|{ positiv, inkl. 0; c negativ; ü = — + 6). 

Im besonderen ergibt sich aus den Formeln (IIlMs),(inK4J 
für ^ = 0, auf Grund der Fotmeb (rnbO, (lÖa') für 



{c positiv); 

, 1 . ^''" , 1 . bx + c 

= + v^^arcBin- — -. — = + -, .^^arcsin 7—, 

}■— c -^ y— c i^'^ 

(c negativ, z) = + yÄ^ — ac ) , 
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314 § 28. Ein&ohe Integnle der Oruppe (III). 

Maa hätte für das Integral Jn{x) (26) auch direkt eine 
Rekuraionsformel aofstellen können. Da — = — =^=[y/{a')], 

im 

so wird vermöge partieller Integration: 

(31) ['?^^^%,, = aJ^^hJ^_,^(x-"^[imU^ 

J v¥) ^ J 

= ^-i|7^-(»(-l)/ ^ dx 

^af~^yf(xj-a(vt-l)J„~2b[m--l)J„-i~c(m-l)J„-», 
folglich: 

Eb würde sich aber nicht empfehlen, durch wiederholte 
Anwendung dieser Rekursioasformel (H) das Integral J„, 
als explizite Funktion von Jo, x und Yfixj darstellen zu 
wollen. Dagegen eignet sich die Formel (H) sehr wohl zur 
numerischen Berechnung von J„ für kleine Werte von m. 
So erhält man z. B.: 

( aJi = -hJ^-\-ifix), 

(H,) } 3!aU3 = 36t7o(3ac-56») 

-^if{x)[2a^x^ - habx-\- ISfc* - 4«c] , 
\ usw. 

Die Berechnung von JLi ist auf Grund von (H) nicht 
möglich. Setzt man indessen, wie obeo, x = — , so kommt 
direkt: 

(Hj) J-i{x; a, i, c) = -Jo(-; c, h, a\ 

in Übereinstimmung mit (30'). 
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§ 28. Einfache laterale der Qrappe (lU), 315 

Endlich ist noch die Erweiterung der Formeln (Illita) 
und (in«^) auf lotegrole von der Form: 

(32) R-^+u=f-- ■-—■^, 

\flx) = ax' + 2bx + e, /i = 0,l,2...] 

erforderlich. 

Vermöge der Substitution: 

(33) x-ec^u 

nimmt das Integral J2_(^^i) (32) die Gestalt an: 

(34) B-,^+i){x-<x;a,b,c)=l '^" 

"^^ ' j«^+iyö(«+««)+2&(M+Ä)+c 

= C __^ _, __■ _ K(«) = iAa)]- 

Die rechte Seif« ist ein Integral von der Form J_|^+ij, 
nur daß die Vaiiable jetzt U'=x — oi ist, und die Koefii- 
zienten der quadratischen Form anter der Wurzel die Werte 
". A(«). /■(«) besitzen, d.i.: 

(ins) Ä_(^+,)(3;-«; a, b, c)^( ^^ ,_ ^ 

= J-^ + ,A^-<x; «, A («),/■(«)] ■ 

Der besondere Fall /^ = möge des Näheren auagefShrt 
werden. Setzt man: 

(35) y(.)_«V(«) + 2»/;(«) + », 3-J^, 

so ergibt sich zuvörderst auf Grand der Formeln (IHB), (UXA) : 

(rt«)po.itiv, ._^); 

Dji,:sd.i Google 



'i<^ 



Einf&ohe Integrale der Gruppe {Hl). 

if(«) negativ, ^ = ^--^)- 

In der letzten Formel besitzt A genaa den früheren 
"Wert b^—ac, da man leicht hcstät^, daß die Diskrimi- 
nanten von ip{s) und f{x) übereinstimmen: 

(37) [/,(«)J' -»/■(<,) _i'-o». 

Substituiert man in (35) für z seinen Wert , so 

kommt: ^ ~ * 

(38) <p {-^j = ^~^y [/■(«) + 2fM) (^- «) + M^ - «)^], 
oder, da auf Grmid des Taylorschen Satzes (DiGTr. § 19) 

(39) A«)+fl«)(.»-«)+o(a;-«)'-n«^^+«)-A»): 

Damit geht aber (36) in die einfachere Formel über: 

/(a) + {x- x)f, («) + V^^(a:) 






[f(«) positiv]. 

Hier, wie in (36') läßt sich das Aggregat/'((x) + (a:— «)/;(«) 
noch übcrsiehtUcber darstellen. 

Man erhält, da /■(a) = a(a« + 6) + (fca +c); 

(41) /■(») + (i-»)(P,(«)_a;(o« + 6) + (6«+c), 

oder wenn man mittels zweier Größen ß, y homogen schreibt: 

(41') ««) + (:!:-«)/-,(«)-i[^|^+<'||] 



r + , 
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§ 29. Integrale der Gruppe (H). 317 

Damit nehmen die Formeln (36), {36') die durchsichtigere 
Gestalt an: 



(111=,} 




(Illa,) /— — — P^ = + -=^;rr^arcsin , , . , 

I {x-(x)if(^ i^^a.) {x~oi)A 

\f{a.) negaüv], 
wo hinterher wieder ß und y durch die Einheit zu er- 
setzen sind. 

Die bisher behandelten Integrale der Gruppe (III) haben 
die gemeinsame Eigenschaft, daß die Integralfunktion eine 
spezielle rationale Funktion iJ von x und |?^) ist. 

Man wird daher die Frage aufwerfen, ob nicht jedes 
Integral woa A&t Yovm \ R[x,ff{x)\dx, wo B, eine belie- 
bige rationale Funktion ihrer beiden Äigumente und f(x) 
eine ganze Funktion 2. Grades in x bedeutet, auf jene 
speziellen Laterale zurückföhrbar ist. Um diese wichtige 
Frage zu beantworten, bedarf es vorab des Ausbaues der 
Gruppe (H) in der Richtung, daß ii^end ein Integral von 
der Gestalt JR{x) dx durch elementare Funktionen aus- 
gewertet wird. 



§ 29. Integrale der Grappe (11). 

Die Integralfanktlon ist eine rationale Funktion von ac. 

Algebraische Dirision and Fartialbrnchzerlegang. 

Der Gruppe (II) liegen die Normal integrale zugrunde 
<s. S. 281, 285): 

(11, /f=.., 

<na) j__^ = aretg3:, 
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318 § Sd. laterale der Gruppe (II). 

wo, wie im folgenden, stets die R^el Ä. des § 27 zu be- 
achten ist, daß das Argument des rechtsstehenden Loga- 
rithmus positiv zu nehmen ist. Die Formel (II) erweitert 

sich unmittelbar zu / = /(a^— «) und damit au: 

= Al{x- ix)+ Bl{x ~ ß) + . .. + Nl{x- v) ,' 

wo die A, S,... H; x, ß,... v feste Größen bedeuten. 
Denkt man sich in der lut^ralfunktion üakerband die « 
„löneamenner" x — a, x — ß,... x — v heraufoiultipliziert, 
BO wird sie zu einer rationalen Funktion S,(x) Y<ya x, deren 
Nenner eine ganze Funktion vom Grade n ist^ während der 
Grad der ganzen Z^lerfunktion jedenfalls <n aasfällt. Man 
sagt dann, daß B{x) in „Partialbrüche" zerlegt sei, 

Von diesem Gesichtspunkte aus ordnet sich (Hb) leicht 
der Formel (II') unter. Man mache den Ansatz, da a;'— 1 
= (x+l){x-\): 

/ll _J- =-A. , B . x(A + B) + {A-B) 
*■ ' j;s — 1 ~ 3; — 1 "•" .-c + 1 ~" x^—\ ' 

wo A , B unbekannte, aber feste Größen seien. Die Iden- 
tität (!) wird jedenfalls erfüllt, wenn A-^B = <i, A — B 
= 2.4 = 1 , also ist: 

somit gemäß (IIO> übereinstimmend mit (üb): 

(Hb) |-^_^[;(i-i) + j(^ + l)]_i!£^. 

Ehe dies Verfahren auf andere rationale Funktionen 
ausgedehnt wird, mögen erst die Formeln (Ha) und (IIb) 
nach dem Muster des § 28 erweitert werden. 
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§ 29. Integrale der Gruppe (II). 319 

Im Int»7rale / — r— — r- dx führe man -:— als neue 
^ Jx'±A^ Ax 

Variable ein, so ei^bt sich ohne weiteres: 



(IIb-) („J^f^- 1 ,£--_j 

! J x^ — A^ 2A x-\-A 

/dx 
f.—:, WO, wie in 

§ 28, (7), (8), (9), (8'): 

(3) f{x) = ax^ + 2bx + c, 

(4) af(x) = (ax + by + A', A = +y±(b^'^c) . 

/dx 
-rr—r die Größe ax-\-l} als neue 
f¥) 

Variable ein, so wird das Integral, je nachdem die Dis^ 
kriminante h^ — ac ne^tir oder posiür ist, anf eine der 
beiden Normalformeo ^aQ, (nb*) reduziert: 

/TT*\ f dx f dx I , ax + b 

{ae — ¥>0, jl-+yäe'-¥); 



^^^fMrf. 



_ 1 ax+b—A_ 1 jX~Xi 
ax^+2bx+c 2A ax+b+A 2A x—x^ ' 
(Ä«-ac>0, J = + V'6»-"äc), 

wo unter Xj, x^ die beiden Wurzeln der qnadratieohen 
Gleichung f[x) = zu verstehen sind; 



Es treten, wie in g 28, zwei Grenzialle ein, je nachdem 
a oder A gegen Niül konvei^iert. Die hezüglichen Grenz- 
prozesse sollen wiederum an den Formeln (IIA), (IIB) selbst 
vorgenommen werden. 



D,._.j.^Goo^^lc 



320 § 29. Integrale der €)ruppe (II). 

Erster Grenzfall: limJ = 0. 

Geht man von (IlÄ) aus, eo erkennt man die Un- 
bestimmtheit der rechten Seite an der Darstellung: 



/ dx 



wo die rechte Seite für lim J = in der Gestalt ^ erscheint. 
Differenziert man gemäß Diffi'. § 17, I Zähler und Nenner 
nach A, and setzt alsdann A = 0, so kommt: 



lim[- 



o« + fi ax + b 



ol(oÄ+6)» + Js {ax + bY + A^\ aa + b ax + b 



In der Tat ist direkt auf Grund von (11) ersichtlich, 
daß für ^ = 0: 

f dx f dx 1 

<™> J7PJ-°i(SS+6)'— »J+i- 

Geht man dagegen von (ÜB) aus, so ersetze man nach 

(5) in der rechten Seite von (ÜB) x^ durch x^-^ , dann 

besitzt wiederum ttt' 1 — — ; ^ für lim^=-0 die Ge- 

2J L a{x — Xi)\ 
Btalt ^. Die Difierentiation von Zähler und Nenner nach A 

liefert aber, da lima^ = ^ wird: 

' ' a 



t a{x — Xs)\_ 1 1 



2A a{x~-Xf) ax + b' 

:. e. die Formel (HC). 

Zweiter Grenzfall: limo = 0. 

Hier kommt nur die Formel (HB) in Betracht. 
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Integnle dar Gruppe (II). 



[ix 
Man bilde wiederum | -yf^ ' 



lim / i;r^ = lim^r-vi r- 



b-A ax + b + J\ 
b-A' ax + h + Af 



Es wird lim.i = Ä, lim "^ , , . =1, wählend für 

= fl = 0<*^ + * + ^ 



oacc + b — A 

,. ''^ZS 2bx + c 



mitUn: 

OiC) 



2^ 



lifS i 2 



2bx + c 26 
wie wiedemm direkt aus (H) hervorgeht. 



Um nunmehr die Fartialbruchzerlegnng (2) auf all- 
gemeinere rationale Funktionen zu übertragen, und dadurdi 
das Int^ral einer rationalen Funktion auf die Gestalt (HO 
zu reduzieren, bedarf man einiger Hilfssätze aus der Algebra. 

J. Algebraische Division. 

Nach den Elementen der Zahlenlehre (s. diese Samm- 
lung Bd. VI, § 15) läßt sich durch Division ein Bruch -r- 

voQ zwei (positiven) ganzen Zahlen a,b, von denen a^b 
sei, in die Form bringen: 

(S) | = . + |. 

wo der „Quotient" q angibt, wie oft & in a enthalten ist, 
während der „Rest" r eine ganze Zahl <b bedeutet. Falls 
r=Q, und nur dann, sagt man, h gehe in a auf. 

W. Fr. Uef er, Integrolrechiiung. 21 



322 § 29. Algebraische DiTision. 

Analog fragen wir Hnsichtlich einer rationalen Funktion 
von X, ob nicht mit alleiniger Hilfe der vier Speides eine 
Identität von der Form: 

ableitbar ist, wo <p[x), jfi{x), Q{x), B(x) ganze Funktionen 
von X bedenteo, wo der Grad m von y>{x) den Grad n von 
qi(3s) nickt übersteige, und der Grad von It(x) kleiner sei, 
als m. 

Der Koeffizient von uf in ifi{x) darf gleicb der Einkeit 
angenommen werden {da man andernfalls mit ihm in (p(x) 
und yi{x) zugleich hineindividieren könnte); man schreibe 
abkürzend: 

(10) ip(x) = «0^:" + . . . , vix) = x"'+ ..., {»äff»). 
Dann ist: 

(11) q?{x) - aoX"-«yj{x) ^ It, {x) = q, x'- + ... 

eine ganze Funktion von x, deren Grad n^ sicher kleiner 
alB w ausfällt, da der KoefBzient von af linkerhand verschwindet. 
In dem besonderen Falle n = ff», oder auch, für M>ffi, 
wenn n^ bereits <m sein sollt«, ist damit bereits eine 
Zerl^ung von der Art (9) erzielt. 

Ist aber n>m und nj^m, so ist wiederum: 

(12) fi,{^)-3,:c".-"v(a;) = ß2(5 = «jic"'+... 

eine ganze Fmiktion von einem Grade n^ <»]. 

Die Einsetzung von Bi{x) aus (12) in {11) liefert: 

(13) <p{x)^yj{x)[a^j^~« + q^x"'-'>] + It„_(x), («a<n,<M). 

Ist hier «3 bereits <w(, so stellt {13) die gewünscht« 
Zerlegung (9) «lar. 

Andernfalls fahre man in derselben Weise fort und bilde: 

(14) Il,{x}-q^3f^~''yj(x) = R,{x) = q^^'+..., 

Dj:...j.i Google 



§ 29. AlgebraiBohe Division. 323 

so ist der Grad «3 von Rg{x) wiederum <n^, und (13) 
geht über in: 

(15) <p(x) = yj(x)[aaX"— + qiSif'^-" + q^ä^-'-] 

+ R^X), («3 <M^ <«i <«) . 

Nach spät«st«nB n — m+l solcher Schritte (II), (12), 
(14),... ist das Ziel erreicht, d. h. man hat die Zerlegung: 

(J) <p(x)^y>{x)[a„^~'' + giSf"-''+g^w"'— » + ...] 
+ Btx) = y>{xmx) + I{ix), 

wo Q{x) eine ganze Funktion des Grades n — m darstellt, 
und der Grad g von R(x) sicher unter »t herabgesnnken 
ist, da: 
(16) w — (w — m + 1) = m — 1 . 

In Analogie zu (8) nennt man Q{x) wieder den „Quo- 
tienten" bei der „algebraischen Division" von y)(x) 
in q}{x) und R{x) den „liest". Ist im epezieUen B{x) iden- 
tisch Null, so sagt man wiederum, y)(x) „gehe in )p{x) 
auf". Das Ergebnis werde in dem ^tze zusammengefaßt 
(s. diese Sammlang, Bd. IV, § 56): 

J. „Durch das dargelegte, mit alleiniger 
Hilfe der vier Spezies ausführbare Verfahren 
der algebraischen Division läßt sich eine 

rationale Funktion ^-\-4t wo der Grad des 

VW 
Nenners ii}{x) den des Zählers (p{x) nicht über- 
steigt, zerlegen in einen Quotienten Q{x), 
der selbst eine ganze Funktion ist (vom Grade 
n — m), und eine weitere rationale Funktion, 
für die der Grad des Zählers (Restes) R{x) 
kleiner ist, als der des Nenners y>(x)." 

Bisher ist stillschweigend angenommen, daß nicht etwa 
ip(x) und y>(x) selbst eine ganze Funktion ;[(:r) als gemein- 
samen Faktor besitzen. Wäre dies aber der Fall, also: 

(17) fp{x) = x{^)<P,(x) , ^{x) = z(-*^)Vi(^). 

21" 

D,._.j.^ Google 



324 § 29* I*&itialkruchzerlegung. 

WO ^j , y}, wieder ganze Funktionen von x seien, so geht aus 
dem eingescUagenen Verfahren unmittelbar hervor, daß jener 
Faktor x{^) *"ch im Beste R{x) aufgeht Durah HebuDg 
dieses Faktors in der Zerlegung (J) erhält man die ent- 
sprechende Zerlegune *) f ör die rationale Funktion ^~-f 
__ TL\ > Man darf daher bereits annehmen, daß (p(x) und 

■»p(x) keineii solchen Faktor }r{x) gemein haben oder daß 
sie „teilerfremd" sind, oder was dasselbe bedeuten soll, 

daß die rationale Funktion ^-i-^ in .jeduzierter" Gestalt 
vorUegt. V'{^) 

Geht man nunmehr zu den bezüglichen Integralen Sber, 
so wird: 



dx; 



da aber das Integral von Q{x) gemäß § 26, (la) direkt angebbar 
ist, so ist verm^ (J^) die Integration alner rationalen 
Funktion auf den Fall zurücl^efflhrt, wo der Grad des 
Zählers kleiner ist, als der des Nenners. 

K. Zerlegung einer rationalen Funktion ^7—, iu 

Fartialbrüche, wenn der Nenner y){x) als Produkt von 
lauter verschiedenen Linearfaktoren gegeben ist. 
Es sei also: 

(18) y,(x) = (x^x,)(x~x^)...(x-x^), 

(ai=!=a,4=«s + -- •=!=«,-). 
und der Grad von rp(x) bereits kleiner als der Grad m 
von yj{x). 



*) Auch wenn der gemeinsame Faktor x(x) unbekannt ist, 
läßt er sicti durch Fortsetzung der algebraischen Division ermitteln. 

Man bilde für ^7-^ die entsprechende Zerlegung, usf., so gelangt 

JUx) 
man aohliefilich zu einem letzten Beate, der mit2(D^) selbst über- 
eingtimmen muß. Durch Division mit j;(x) in q>{as) resp. v(z) 
ergeben sich ^, (a:) uud v'i (''^)- 
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§ 29. Partialbnichzerlegung. 335 

Man bilde den Ansatz: 

(19) £M^^L + ^L + ...+ _4^ 

ip{x) x — a^ x—ix^ X — Xf^ 

mit unbekannten Konstanten Ai, Ä^,... Ä^. Durch Herauf- 
mnltiplikation mit dem Nenner xi){x) geht (19) über in: 

(20) y(«)=A(»'-«,)---(^-«J 

+ 4(«-»0(x-«,). ..(»;-«,) + ... 
+ Äf^ix—x^ {x — x^)...{x — ä^jLi) . 
Setzt man in dieser Identität für x der Geihe nach 
die "Werte «i , «^ , . . . «^ , so et^ben sich sofort die Äi : 

(2\)Ai = ^^ 

{«(— «l)(«,— «j)... («(—«,■_!)(«(— «..j-l)... {«, — «,,)' 

(<_l,2,...rt. 
Hier läßt sich der Nenner noch kürzer darstellen. Setzt 
man etwa: 

(22) y>{x)^{x-ai)Xi{x), 
so ergibt sich ohne weiteres: 

(23) V'(«.) -»(«.) 
-(«,-«,)(«,-«,)...(«,-«,-,)(«,-«,+,)...(«,-«,), 

80 daß (21) die Form Emnimmt: 

womit der Satz gewonnen ist: 

K. ,^ie rationale Funktion 

^(i^) <fiS_ 

1f!{x) {X — Xi){X—X^)...{x--Xf,)' 

wo der Grad des Zählers (p{x) kleiner sei, 
als der des Nenners ii>{x) , und die a, , x^,.., 
Xf, alle voneinander verschieden sind, läßt 
die Zerlegung in Partialbrüche zu: 






:j.i Google 



32fi § 29. Partialbrnolueiie^iig. 

Gemäß (IT) gilt daher die entspreohende 
Integralformel: 

Mit der Formel (K) ist zugleich noch ein anderes 
Problem der Algebra erledigt. Multipligdert man wieder mit 
y(a;) herauf, so erhält man die Identität: 

wie sich auch direkt bestätigt, wenn man links und rechts 
der Variabein x die Werte «j , «3 , . . . a^ beilegt. 

Denkt nian sich jetzt in (Kj) die 9^(«i) als gegebene 
Werte, so hat man den Satz: 

Kj, j^ine ganze Funktion <pix) von einem 
Grade </*, die für /t vorgelegte, verschie- 
dene Werte a^, «j ,... öi,^ die gegebenen Werte 
<p{iXi), ip{(x.,),... <p{oif^) annehmen soll, läßt sich 
in der Gestalt (KJ darstellen.« 
Man bezeichnet diese Aufgabe als die der „Inter- 
polation" einer ganzen Funktion und die Darstellung (K^) 
als eine „interpolatorische". Die Formel (KJ heißt die 
„Lagrangesche Interpolationsformel". Vgl. auch 
diese Sammlung, Bd. VI, S§ 66, 67. 

§ 30. (Fortsetzuug.) Zerlegung einer rationalen Funktion 

in Fartialbrüche, wenn der Nenner ein Produkt TOn 

Tlelfacben Linearfaktoreu ist. Integration der 

rationalen Fnuktion. 

Sei jetzt ^(.c) eine ganze Funktion der Form: 
(1) y>{x) = (x-c,}"{j--ßn^--yr..., {«..-: ^.^-;. + ...), 
wo einer, oder einige, oder auch alle Exponenten fi, v, 71... 
die Einheit überschreiten, während fp{x) wiedenim eine ganze 
]''unktion bedeute, deren Grad kleiner sei, als der von y>{x)- 



§ 30. Partialbniobzerlegimg. 327 

Man bilde den Ansatz: 

' ' vW^C«-«)» (>=-«'(»'-)')' "^■■" 

und versuche die Zähler A{x), B(ic), r[x)... als ganze Funk- 
tionen von Graden, die kleiner als resp. ji,v,n... sind, so 
zu bestimmen, daß sie der Identität (2) genügen. Es genügt, 
die Aufgabe fiir ii^nd einen der Zähler, etwa A.{x), zu 
lösen. Man setze: 

(10 ip{x) = {x-oCfx(x), x{^) = {^-ßn^-yY---> 

so kommt durch Heran fmultiplikation von ipix) in (2): 

(3) <p^x)sk{x)^{^) + ^x-cY[], 

wo die eckige Klammer eine ganze Funktion andeutet, deren 
Kenntnis fiir das Folgende nicht erforderlich ist 

Fügt man zu der Identität (3) die /* — 1 weiteren 
hinzu, die entstehen, wenn man (3) Imal, 2nial...,(// — l)mal 
nach X differenziert, und setzt sodann jedesmal x^x, so 
fallen die von der eckigen Klammer herrührenden Glieder 
heraus und es resultieren fi lineare Gleichungen für die ft 
unbekannten Koeffizienten von kix). 

Es empfiehlt sich, A.(x) nach dem Muster der Taylor- 
seben Reihe in der Gestalt zu schreiben: 

(4) k{_x)^Ä,^A,(x-c^) + l,A,{x-<x.y+'^^A,{x-ccY 

und überhaupt den »<*" I)ifferentialquotient«n a>'-^{x) einer 
Funktion (a{x) mit dem Nenner i\ zu versehen, also zu 



(5) ^a>«(3;) = W((3T). 

Man hat dann: 

(6) A,(«)-^,. 

Behufs wiederholter Differentiation von (3) bedarf man 
der Formel für die n^ Ableitimg des Produktes fg zweier 
Funktionen f{x), g(x): 

(7) (/■<J)«=^?«+rl?"-.+^,')'..-*+-+/;,-*J?2+/«-l«/l +/;?(.. 



.J.1 Google 



328 § ^' FartJfJbruchz^Iegimg. 

wo fo = f, 9o=S- I^ie Fonnel (7) ist durch voJlstfindige 
Induktion Idoht zu beweisen. Aue (5) folgt nämlich: 

(50 a):.{;r) = lfl>('+0(a.} = (i+ 1) co,+ ,{x) . 

Durch fortwährende Anwendung dieser Formel, sowie 
der über die einmalige Ableitung des Produktes zweier 
Funktionen (Dülr. § 13, (Hb)) geht aus (7) durvh nochmalige 
Differentiation hervor: 

(8) (« + l)(ft).+i 

-(«+i)f,fc+, + i./;s. + 2/;j._, + ...+.Y,<i.+ ,^,+... 

+ nf,g. + {n-l)f,g.-,+ ...+{n+l-i)f|g.^.,_,■^-... 
+ »/.S, + (»+l)<l./.+. 

oder nach Hebung von (m+1)l 

d.i. aber die Formel (7) für den Index « + 1, Da die 
Formel (7) für n = 1 richtig ist, gilt sie somit allgemein. 
Setzt man noch zur Abkürzung: 

(9) ?'((«) = 9'.-, M«} = Zo 

80 liefert die Anwendung von (7) auf (3) für a: = « der 
Beihe nach die gewünschten linearen Gleichungen für die A^i 

=Ax\ + Axo> 
'Pi = A>Xi + -^iXi + A xo > 

<p. = A)X' + Ax-'-i+Ax-'-t+---+A-iXi+'^-Xo> 
q>^-i = A^X,^^i + AX^-! + AX!'-i+ • • ■ 

Diese Belationen würden für praktische ßechnungen aus- 
reichen, indem man aus ihnen sukzessive die Werte A^, 
Ai...Af,-i entnimmt. 
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Wänscht man dc^egen eine explizite Darstellung der 
A dar^h die 95« und X"! so sind weitere Entwictelungen 
erforderlich. Vorab sei noch bemerkt, daß sich die Xh auch 
direkt als Ableitungen yi{x)=ifi darstellen lassen. Da 
[(x—ocyj^^l, [[x — ix'y]^^i. = usw., so folgt mit Hilfe 
von (7), wenn man die Identität (!') /imal, (/i4~l)i'i8l) ■••1 
(2/( — l)mal differenziert, und sodann jeweils x=(k setzt: 

(10) zo = V/" Ki = r."+u---' X '-V/'+i'---' Xi--i^y'2t.~i- 

Berechnet man nun aus (a) sokzessive Ao,Ai,Ai..., 
so wird mau durch unvollständ^e Induktion zu der Regel 
gefuhrt: 

„Man bilde die Ausdrücke (j« = 1, 2,.../* — 1): 

(X^=l, Xi = XiX^, Xj = ZiX, ~ZoZ2^> ••■> 
(b) i ^«^ZiX-i-JüoZs^x-i + ZoZsX-s — +..■ 

[ + (- ir-'K-'x^-^^i + (- ly-'xr'xnXo , 

60 bestimmt sich A,{x = fi, 1, ...,;( — 1) durch: 
(") A«+'-«'.X,z;-9'.-iX,2j-' + y._.X,z;-'- + ... 
+ (-!)•?■— ,Xar'+ ■ • . + (-!)"-'«>! x._,^ä 
+ C-1)— '«X._,Z. + (-l)-y.X.." 

Für X = ist die Formel (c) richtig, denn sie liefert: 

d. i. die erste Formel (a). Um den Nachweis für die all- 
gemeine Gültigkeit der Formel (c) zu führen, nehme man ihre 
Sichtigkeit bis zum Index x inkl. an. Multipliziert man 
die für den Index x-\-\ gebildete Formel (a) mit Zo"*"^) ^^ 
läßt sie sich in der Gestalt schreiben: 

J« + iZS+' = 9'-+iXS+'~ZiM-ZS+')-ZaZ*(A_.z;) 

- ■■■-zS~*z-(^iZo) — z;;i:«+»(Azo)- 

Substituiert man gemäß (c) die Auedrücke für Ä^x^, 

Axh ■■•> ■^x-iXt'^'^^'' •••' -^'-^'t^' AzS+', and ordnet 
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sodann nach f., fn—iy ••■^ fo, so ei^bt sicli unter fort- 
währender BeaQteung von (b), gerade die für den Index 
x-f-1 gebildete Formel (c). 

Damit ist die explizite Darstellung der A zurüokgefQbrt 

auf die der X in (b). Die X sind ganze Fnnktionen der 

y.iit Xi> Xif-^ v**" denen zunächst folgende Teilgesetze gelten: 

d£, „X, ist eine ganze homogene Funktion 

der Xot Zu ■■■) X" vom Grade x, d. h. jedes Glied 

in X^ ist, abgesehen von einem Zahlenfaktor, 

von der Form xfx'iti'---l^''> ^** 

(dj) «<, + «! + «,+ ... + «, = «." 

Der Satz ist für x = 0, 1 , 2 ersichtlich erfüllt. Gesetzt, 
er gelte für alle Werte des Index bis zu einem gewissen h. 

Gemäß (b) setzt sich X,^., aus lauter Termen von der 
^^ ^iiXi+i^,.S = 0,\,...,x) zvsaiamea; da aber X„_( nach 
Voraussetzung ganz und homogen in den jjq, iij---jXx~i (<""i 
damit auch in den Zot Zu ■-■> ZxfZt+i)' ^*>fa Grade x — i 
ist, so ist -j^^Xi+i^»-! '^om Giade (x — i) + t* + l) = »f + 1- 
Ferner zeigt (b), daß das höchste, wirklich auflretende ji^ 
den Iudex x -j- 1 besitzt. 



dj. „X^ ist vom Gewichte x in den Xm 
Xii ■■■> X'f ^- ^- ^8 besteht außer (dj) noch für 
jedes Glied von X„ die Relation: 

(d,) - «0 + 1 ■ «1 + 2 ■ a, + . . . + x«. = «." 

Das Gesetz gut offenbar für x = 0,1,2; man nehme 
wieder an, es gelte bis zu einem X.. In irgend einem 
Terme j^^'H-i^«— ' v°° ^k+i wird das Gewicht x — i von 
X^-i vermöge des Faktors XvX<+i •"*' i + t erhöht, liefert 
also das Gewicht {x — i) + (i + l}^x+l. 



Aus (dl) und (dj) folgt durch Subtraktion; 
(11) a« = l.«g + 2.«3-|-3.a4+...+(«-l)a., 
oder, wenn man nur die iu irgend einem Gliede von X. 
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wirklich auftretenden, d. h. die XuJl über8chreit«nden Ex- 
ponenten iXa, (Xi„ix,e, ...{a,b,c, ...^ 1) beTÜcksichtigt : 

{110 «o={»-l)a,+(6-l)ft^+(c-l)e,+ ..., ia,b,c,...>l). 

Hieraus folgt aber weiter, daß: 

(12) «o£fl-l, ä6-l, äc-1,..., {a,b,c,...>l). 



dg. „Das Vorzeichen irgend eines Gliedes 
Xä'xV-'-xt'' *° ^" wifö durch {— 1)*^ an- 
gegeben." 

Der Satz, der für x-^O, 1, 2 richtig ist, gelte wiederum 
bis zu einem X„. Ii^nd ein Term in X^^i in (b) lautet 
jetzt, mit Berücksichtigung des Vorzeichens, ( — l)';i^ Xi+ i^x—t- 
Das Vorzeichen ii^nd eines Gliedes z^°Zi'"- "^ ^k— * ist 
nach Voraussetzung {—If«, also das des daraus her\'or- 
gehenden Gliedes in (— l)'zoZi+i-^*-' gleich {~iy*+'. 
Andererseits ist aber in diesem Gliede ßa + i gerade der 
Exponent von x» ■ 

d^. „Der absolute Zahlenkoeffizient M 
irgend eines Gliedes xö° Xt' ■ ■ ■ x"" ^^ ^« ^^~ 
stimmt sich, wenn man unter 0! stets die 
Einheit versteht, durch: 

Das Gesetz (d^), das jedenfalls für die niedr^ten 
X„{x = 0, 1,2...) erfüllt ist, gelte wiederum bis zu einem 
X„. Es sei (— l)'^JIf'Xü°Zi'---z!!++* ii^nd ein Glied 
in X^-i-i. Man trenne die beiden Fälle ßi>0 und ßi=Ü. 

Hauptfall: A>0. Indem man von Xm ^i wiederum 
nur die wirklich auftretenden Faktoren / berücksichtigt, nimmt 
das fragliche Glied die Form au: 

(13) {-If-M'yixi'Üxtf.---^ 

(l<a<b<c...<r; ft, ß,, a, ß, y..., e>0). 
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Nach (12) ist ß^ Dicht kleiner, als a—1, 6 — 1,... 
r~l, also jedenfalls >0. Gemäß (b) enteteht das Glied 
(13) von X^^i aus korrespondierendeii Gliedern früherer X, 
iDdem sich entweder ein Faktor xi abspaltet^ oder aber ein 
Faktor (-1)— 'x?-'z., l-1f-'xt-'Xö, ■■■ i-ir-'z'-^.-'Xr- 

Daß diese Abspaltungen tatsächlich eintreten, lehren 
eben die Ungleichungen (12). Das Vorzeichen des jedes- 
maligen Restfaktors unseres Gliedes in resp. X,, X,_(o— i), 
XK_(b_]),... X,_(r_i) ist stets dasselbe, wie in (13), näm- 
lich (— iy^ . Denn nach (dj) ist das Vorzeichen z. B. des 
zu X;,_(a_i) gehörigeo Restiaktors (— i)^o-(n-i)^ jj^ aber, 
mit dem obigen Vorzeichen (— 1)"-* vereinigt, wieder 
(— 1)Ä> liefert. Der absolute Koeffizient M' in (13) ist daher 
die Summe aller absoluten Koeffizienten jener Gestfaktoren. 

In jedem Kestfaktor beträgt auf Grund seiner Ent- 
stehung die Summe der Exponenten von j^^, y^a, x* » ■ ■ - 1 7,r 
eine Einheit weniger als in (13), mithin ist der Zähler eines 
jeden Restfaktors gemäß (d^) gleich [}c—ß^\. Andererseits 
erhält man den Nenner, wenn man in ßj^\ ix\ ß\ . . . q\ je 
eine der Zahlen ß^, ot, ß ,..., q am Eins emiedngt. Somit 
stellt sich der Koeffizient M' in (13) als die Summe dar: 



ßMx-iy.ß'....e\ 

+ A!»!(^-l)!...s!+- + fi!»!...(e-l)l| 
i'-ß,) '- __ 

(^.-i)i(«-i)!(/'-i)!---(e-i)! 

oder, da der letzte Klammerfaktor nach (dj) den Wert 

x+1— ^0 besitzt: 

(14') itf'=-(^+l-^"l'. = (^i+5+i+-'.- + e)' 

d. i aber das Gesetz (d4) für X.+i. 

Nebenfall: A=0- 

Die Überlegung wiederholt sich Wort für Wort, nur daß 
die im Hauptfall auf ^, bezüglichen Tenne in Wegfall kommen; 
das Ei^bnis nimmt wiederum die Form (140 ^^■ 
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Daß endlich in X,+ i auch jedes Glied Xo'Zi'"- 
xfv^', für das die Bedingungen (d^), (dj) erfüllt sind, 
wirklich vorkommt, folgt wiederum durch vollständige In- 
duktion und aus dem Gange des Beweises von (d^). 

Wir fassen die vier Teilgesetze (dj), (dj), (dg), (d^) 
zusammen in dem Satze: 

d. „Die Größen X« in (b) sind ganze ho- 
mogene Funktionen der xo> Zu--- X« vom 
Grade und Gewichte x, wo das Vorzeichen 
eines einzelnen Gliedes xa" Xi' ■ • ■ x"" durch 
(— 1)°° und dessen absoluterKoeffizient durch 
(dj) bestimmt ist" 
Der Satz (d) läßt sich noch vereinfachen, wenn man 
die gemäß seiner Vorschrift gebildeten Xf,, X^ , X^,... 
X^-i in JC^ (b) einträgt und sodann nach Potenzen von xo 
ordnet. Man schreibe: 

+<-i)'zsn"i,+...+(-i)— zr'i^"* 

+ (-1)— n."-'^,"', 

■wo die F^g Iq = h, x — 1 , . . . 1) Zo nicht mehr enthalten. 

Dann lehrt Satz (d), daß P^' genau das Aggregat sämtlicher 

p' 
Glieder — r" 7' i^^xf-'-xJ' i^t, die den Bedingungen 

Äi+«, + ... + a, = e, 1-a, + 2- «a +■■■ + '««. = « 
genügen. Dies Gesetz weist eine große Ähnlichkeit mit 
dem des polynomischen Salzes auf (s, diese Sammlung 
Bd; V, § 6). 

Nach diesem Satze besteht die Formel (p = 1 , 2 , . . .) : 

(15) iXi+X2 + -- + X^y' 

— ^^ ^' «l "t « 

~ X , ^ (^ !.,.« !^^ ^* '•■•Xu > 

wo sich die Summe rechts auf alle Kombinationen der 
ganzen positiven Zahlen (inkl. 0) «j , «^ , . ■ ■ «" bezieht, 
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80, daß ihre 8amme «, +«3 + ... + «, den festen Wert g 
besitzt. Somit ist die Größe Ff\Q=l, 2, ... x) in (e> 
Nichte anderes als daejenige Teila^regat der polynomischen 
Entwickelung (15), für das die Exponenten iXj, a^i*** <^» 
noch j der Bedingung 1 ■ a, + 2 - dj -j- . . , + x «^ ^ x ge- 
nügen, d. i, also der Glieder vom Gewichte x. Da 
offenbar das niedrigste Gewicht in (15} gleich q ist (näm- 
lich in ;{f), nnd das höchste xq (nämlich in jQ, so läßt 
eich (15) mit Hilfe der J^"' nach ansteigendem Gewichte 
auch so schreiben: 

(150 (Zi+X, + --+X">- 

Damit läßt sich der Satz (d) durch den folgend^i 
ersetzen: 

d'. „Ordnet man die Größen X^ (b) nach 
steigenden Potenzen von ]^: 

(e) X.-Pl")-;[.pW, + z;_P<,"l,- + ... 

wo die P*"' den Faktor xa nicht mehr ent- 
halten, 80 ist i^"' genaa das Teiiaggregat der 
Glieder vom Gewichte x in der polyno- 
mischen Entwickelung von (Zi +Zi+-- + Z»)* 

(e = i,2,...«).« 

Hiermit ist nunmehr auch die entsprechende Au^be 
der Integralrechnung gelöst. Denn am das Integral der 
rationalen Funktion (2) (wo der Grad des Zählers kleiner 
ist, als der des Nenners): 

<p(x)^^(x) _R(x)_ V(x) 

anzugeben, hat man nur noch den Wert der Integrale 

/- . f -. — — Tö. I -, ^i-- 2u ermitteln. Nach (I) 

J x — x J (x — (Ky J {x^aY ^ ' 
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and {II) ist aber: 

Demnach gilt der Satz: 

K'.„I>as Integral einer rationalen Funktion 



<p{^) 



■ yf(x)^ix~-xy{x-ßr(x-yy'---iM> 



ji,...^l), und wo der Grad von ip{x) kleiner 
ist als der von y>{x), bestimmt sich durch: 

' lf{') [(/.-IX«-«)»-' 

A, 



(/i — 2)(»-«)>'-'^2!(/<-3)(»-«V— 
-r,\ij,—i-r,ix-ay-<-' 




WO die Größen A den Formeln (e) und dem 
Satze (ß!) zu entnehmen sind, und wo die 
weiteren Klammern die den weiteren Teil- 
nennern {x — ßY, {x — yy... entsprechend ge- 
bildeten Aggregate bedeuten," 

Schlußbemerkung. Wie im einfachsten Falle (§ 29), wo 
|(=v = ,-i=,,.=rl war, läßt sich auch jetzt die in diesem 
Pan^aphen gelöste Aufgabe der Partialbruehzerlegung bei 
vielfachen Linearfaktoren des Nenners als eine Aufgabe der 
Interpolationsrecbnung auffassen (vgl. auch diese Samm- 
lung, Bd. VI, §§ 66, 67). 
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Multipliziert man nämlich in (2) ^eder mit yi(x) herauf, 
so ersdieint der Zähler q>[x) in der Gestalt: 

(30 rp{x) = K{x) (X --ßy{x-yr... 

+ B{x)(x-Ay{x-ry... 
+r{w){w-a.y(x~ß)'..., 

oder kürzer geschrieben: 

(3") vMs_2'AWzW-vW2'^W(J^^- 

Tr%t man nunmehr in Ä{a:) (4) für die Koei^tzienten 
Ai),Ai,...Afi—i (und entsprechend in h(x) für die Bq, 
Bi,...Bt—i U8W.) ihre Werte aus (c) ein, und substituiert 
zugleich in (c) für die 2^, X,, ... ihre Werte aus (e), und 
ordnet eodann nach den tp^, tp^, tp^,... = q)^ (a), ^^ (a), <p^ («), . . . , 
so nimmt (p{x) in (3") die Gestalt der DoppelBUmme an: 

= W{X)Z 2^^(^-«)''-"*.,.9..(a), 

*'-''=Ä^'-(^m^ir^(-«)^'> 



+ xi^u - - + (- ly- Vo-'i^n + . ■ ■ 
- ».i'^T-V + xl^r:-,'' -■■■ 

Damit ist aber eine ganze Funktion <p{x) von einem 
Grade </*a4-»'i' + n/ + ... dargestellt, für die die Größen 
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<Pi{y)i ■ ■ ■ 9'jr~i(?'); ■ ■ . , das sind also die Werte der Funktion 
und ihrer Ableitungen bis zur resp. Ordnung /(— 1, v—'i-, 
, für die beHebig gegebenen, ungleichen Argumente 
vorgegebene (endliche) Werte besitzen. 



§ 31. (Fortsetzung.) Integration einer beliebigen 
Tationalen Funktion. 

Um nunmehr eine beliebige rationale Funktion ^-V-, 

zu int^neren, wo mit ßiickaicht auf § 29 (Satz J.) der Grad 
des Zählers bereits kleiner als der des Nenners vorau^esetzt 
werden darf, ist noch der Nenner y){x): 

(1) v(ic) = af' + fliic"-' + aä3^-*+ ... +a„ 

auf die Form (1) des § 30 zu bringen. Dieses leistet der 
Gaußsche Fundamentalsatz der Algebra (siehe diese 
Sammlung Bd. VI, § 93): 

L. „Eine ganze Funktion y>(x) (1), mit 
dem ersten Koeffizienten Eins*), läßt sich, 
und zwar nur auf eine Art, in ein Produkt 
von Potenzen von Linearfaktoren zerlegen: 

(L) y^(x)^{x-ay{x-ßyix-Yr..., 

■wo die „Wurzeln" <x,ß,'y... von y>{x) entweder 

reell oder komplex sind." 

Bezüglich der Theorie der komplexen Größen muß 

hier auf diese Sammlung, Bd. XLV, §§ 18, 20, verwiesen 

werden; wir müssen uns begnügen, einige Haapteigenschaften, 

zum Teil obne Beweis, anzuführen. 

Der elementaren Zerlegung der Differenz zweier Qua- 
drate (von reellen Größen a,b): 

(2) a^-'b^ = {a + b)(a~h) 

*) Ist dieser Koeüizient von Eins {und von Null) verschieden, 

so tritt er einfach vor die rechte Seite von (L) als Faktor. 
W, Fr. Mejer, Integialrechnung. 22 
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setzt man als formale Analogie die Zerlegimg der Sunune 
zweier Qaadrate zar Seite: 

(3) ai + b* = (a + ib)(a-ib). 

Das Zeiolien t ist ein neues Bechensymbol; man multi- 
pliziert die rechte Seite von (3) naeli den gewöhnlichen 
B^eln der Arithmetik auB und ersetzt hinterher das Quadrat 
von i durch die negative Einheit, so wird in der Tat (3) 
zu einer Identität. 

Man nennt i die imaginäre Einheit, a-\-ib eine komplexe 
Größe, a ihren reellen Bestandteil, b den Faktor von i, 
a — ib die konjugiert komplexe Größe. Für 6 = reduziert 
sioh a-\-ib aui die reelle Größe a. Auf solche komplexen 
Größen a-i-ib lassen sich die vier Spezies nach denselben 
G^eln uiwenden, wie für die reellen GrSSen, und es gilt 
auch der Satz, daß ein Produkt komplexer Größen dann 
und nur dann verschwindet, wenn dies mit wenigstens 
einem der Faktoren der Fall ist. Die Größen tx.,ß,y,... 
in (L) sind daher die einzigen Werte von x, für die vC^) 
verschwindet. Das Verschwinden einer komplexen Größe 
a + ib sagt genau dasselbe aus, wie das gleichzeitige Ver- 
schwinden voD a und b; und umgekehrt verfolgt die Ein- 
führung der komplexen Größen wesentlich den Zweck, zwei 
reelle Gleichungen a = 0, b'^0 durch eine einzige komplexe 
Gleichung a-]-ib = zu ersetzen. Die Gleichheit zweier 
komplexer Größen a + ib = a^+il/, d. i. das Bestehen der 
Gleichung (a — a') + i{b — b^) = (i, ist also äquivalent mit 
der Doppelgleichheit a^a', b = V. 

Insbesondere gelten filr zwei konjug^rt komplexe Größen 
folgende zwei Sätze: 

M^. „Die Summe und das Produkt zweier 
konjugiert komplexer Größen ist reell." 

Das erstere geht hervor aus der Formel: 

(4) {a + ib) + {a-ih)^2a, 
das letztere aus der Formel (3). 

Mj. „Besitzt eine ganze Funktion yf{x) mit 
reellen Koeffizienten die komplexe Wurzel 
tt + tv, so besitzt sie auch die konjugierte 
Wurzel u — iv," 
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Ersetzt man nämlich in y;{u-{-iv)f nachdem man die 
Potenzen (u + ir)", (u-^-iv)"—^, ... nach dem binomischen 
Satze entwickelt hat, t* durch — 1, »^ dnrch —i, i* durch 1, 
i* durch i Daf., so läßt sich y;{u + iv) auf die Form Ä + iB 
bringen, wo Ä,B reell sind, mithin ifi{u — iv) auf die Form 
A — iB. Verschwindet im besondem yf(u + iv)^A-\-iB, 
d. h. ist A = 0, 5=0, 80 verschwindet auch tj>{u — iv) 
= A-iB. 

Der Satz Mj. überträgt eich sofort auf mehrfache 
komplexe Wurzeln. Setzt man: 

viEL = ^^v^^_ „._, 

[x^{u-\-iv)\\_x-(u-iv)] (x-u)^^v^ ^^■^'' 
und besitzt die ganze Funktion x{^) wiederum die Wurzel 
u-\-iVf also auch die Wurzel u — iv, so läßt sich von xi.^) 
von neuem der Faktor {x — uy-\-v^ abspalten, also von yf{x) 
der Faktor [{x — uy-'fV^Y usw. Demnach gehört im Satze L. 
zu jeder vielfachen komplexen Wurzel u-}-iv eine ebenso 
vielfache komplexe Wnrzel u~iv und der Satz L. läßt sich 
daher auch in der reellen Form aussprechen: 

L'. „Eine ganze Funktion y){x) (1) mit 
reellen Koeffizienten läßt sich, und zwar 
nur auf eine Art, in ein Produkt von Potenzen 
reeller linearer bzw. quadratischer Faktoren 
zerlegen: 

(LT) v'W = (^-«iV"(^-«»>'".-- 

wo im besondern auch alle Exponenten v 
gleich Null sein können (wie in § 30), oder 
aber auch, wenn der Grad n von yi{x) eine 
gerade Zahl ist, alle Exponenten fi." 

Nunmehr wird auf die rationale Funktion , ■ eeuau 
y:{x) ^ 
das Verfahren des § 30 angewendet Ist « reell, und, wie dort, 

(5) V(^) = (a'-«)''z(a:), 

und man setzt wiederum: 

/61 y(^) _ A(^) Z{x) 
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340 § 31. latogratioa «iner beliebigen ntioniilen Funktioo. 

wo der Grad von A{x) kleiner als /*, und der Grad von 
Z{x) kleiner als der von xi^)> «o erleidet die dortige Kegel 
(d) zur BestimmuDg der KoeMzienten von A{x) nieht die 
geringste Änderung. 

Ist dag^en u + iv eine y-faclie komplexe Wurzel von 
ip{x), u — iv ihre v-facbe konjugierte, und man hat: 

(7) y,ix)-[x-{u + iv)y[x-(u-i,)]-a,(x) 

= [(«-»)• + »']'»(«), 
Bo setze man: 

^ •' jj>ix} [x-{u + iv)]' '^ [x-{u- iv)Y (o{x) ' 

wo wiederum die Grade der Zahler 'P(x),'P{x),Z{x) kleiner 
sind, als die der bezngliehen Nenner. Auf Grund von 
§ 30 wird jetzt V(x) eine ganze Funktion von x — (u-\-iv) 
mit komplexen Koeffizienten: 

(9) P(a;)_(Ji, + iSi) + (ii, + iS,)[i-(» + «)) 



Setzt num diesen Ausdruck für V{x) nebet dem kon- 
jugierten V{x) in (8) ein, und vereinigt je zwei konjugierte 
Glieder, so zerlegt sich das auf den Faktor [(a; — «)* + «*]*■ 
von y>{^) bezügliche A^regat der Fartialbnichzerl^ung 

von !^Vt ^ lauter Glieder von der Gestalt (x = l,2,...v): 
y>{x) 

Entwickelt man hier nach dem binomischen Satze, so 
erhält man für den Zähler, abgesehen von dem Zahlenfaktor 

2 
- — — -j die Form: 
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(U) 2„(a;) = B._4(;r-«)--«,(^-M)— ««^ 

+ >cJix-u)— ^v* - + ...]- S.l.[>i,{x~ur-'v 
— Xs(x — uy~^v« + Xi(x — u)'—''v^ — + ...] , 

wo unter xj , x^, xg,.., die sukzessiven BinomialkoefBzienten 

von X zu verstehen sind. 

Der Fall einer komplexen Wurzel u + iv von y(ic) (7) 

führt demnach bei der Integration von ^-)-4 auf lauter Inte- 
grale der Form: V-'^* 

(1^) fvF^.T-'^ (.-1,2,...,). 

Führt man hier, wie in § 28, vermöge der Substitution : 
(13) x — u = vz, -f = ^ 

eine neue Variable e ein, so geht das Integral (12) über in: 

— Sy-^(x^e^-^—xse--^ + x^e''-^ — + ...)]de, 
zerlegt sich also in lauter Integrale von der Gestalt: 

/ö^-". ('-0,1,2,....), 

die in § 27, (F^ erledigt sind. Somit gilt der Fundamentalsatz : 
N. „Das Integral einer rationalen Funktion 
von X ist stets durch elementare Funktionen 
darstellbar." 

§ 32. Daa Integral einer rationalen Fanktlon von x 

und der Quadratwurzel ans einer ganzen Fanbtion 

zweiten Grades in x. 

Die in § 28 behandelten Integrale ordneten sich sämtr 
lieh der Form: 

(1) }B(x, (o)dx, (o =y/p = iax^ + 2ix + c 

unter, wo E eine rationale Funktion von x und cd bedeutet. 
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342 § 32. Das Integral einer rationalen Funktion Ton x usw. 

Wir fragen nunmehr, ob sich nicht jedes Integral von 
der Gestalt (1) durch elementare Funktionen ausdrücken 
läßt? 

Da jede eerade Potenz von o) eine ganze Funktion 
von X ist, und Jede ungerade Potenz von o) das Produkt 
aus CD und einer ganzen Funktion von x, so läßt sich B, in 
die Form bringen: 

.(.,„,=^, 

wo unter A, B, C, D ganze Funktionen von x zu ver- 
stehen sind. 

Der Nenner in (2) läßt sich rational machen, wenn man 
den Bruch mit C — Da> erweitert; dsmit erhält jR die Gestalt: 
(3) R{x, <o) = R^{x) + B^{x)to , 
wo Ri(x), Iii[x) rationale Fuoktionen von x sind. Da das 
Integral einer rationalen Funktion Iii(x) in §§ 29, 31 er- 
ledigt ist, und B^{x)<o = ^^^—==?^, unter It,(x) 
wiederum eine in x rationale Funktion verstanden, so wäre 
noch das Integral / -dx zu untereuchen. Durch alge- 
braische Division {§ 29] zerlegt sich aber S^{x) in eine 

(p(x) 



ganze Funktion Q{x) und eine rationale Bestfunktion 



y>(x)' 



WO der Grad von <p(x) kleiner ist als der von y>{x). Und 

/Q(x) 
^-^ctx in § 28 durch elemeatare Funktionen dar- 
0} /■-, /^\ j^j, 

eestellt wurde, so erübriet noch das Inteeral / — ^-r — . Die 
w(x) •' V(^) "> 

Partialbruchzerlegung von ^' (§g 29, 30) lehrt dann, daß 
V(^) f dx 1 

man entweder auf ein Integral von der Form / r 

^ J (x — a-Y o) 

(« reell, y. = (i,X,2,..^ geführt wird — auch diese sind 

in § 28 erledigt worden — oder endÜch auf Summen von 

je zwei Inte^alen konjugiert komplexer Funktionen von 

der Form: (A = 1,2,3,...): 

r B+iS dx f B-iS dx 

wo B,S,u,v reelle Konstante bedeuten. 
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Indem wir w^i;en aller Funktionen von komplexen 
Gröfien, mit denen vorderhand rein formal operiert wird, 
auf den nächsten Paragraphen verweisen, losen wir erst eine 
Hilfsaufgabe, auf die die nähere Untersachnng von (4) stets 
führen wird, nämlich einen komplexen Ausdruck von der 
Gestalt: 

(5) (a + ih)l{c + id) + (o - ih)Hc - id) 

reell dareustellen, wenn a, 6, c, d irgend welche reellen 
Größen sind und das Zeichen l den natürlichen Lc^arithmus 
bedeutet. 

Der Ausdruck (5) geht durch Ordnen nach a und i 
über in: 

(6) al(c^ + d^)-^ihf-^^ 



variable Größe x, so entsteht durch DifiTerentiation nach i 

\2i 1-137/ 1 + 37«' 



o (w'^r=Ti^ -(-%'/■ 



Sonach werden sich die Ausdrücke k-^-, — "öd 

ardgsr nur um eine Konstante unterscheiden*); da aber für 
X "= beide Ausdrücke verschwinden, muß die Konstante 
den Wert Null haben, »ind es entsteht die grundlegende 
Formel: 

n\ 1 7 ^ + '^ 



•) Umgekehrt erhlUt man durch Partialbrucbzerlegung: 



s durch Integration wieder (I) folgt: 
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oder wenn man wieder x durch einen Quotienten — ii^nd 
zweier reeller Größen d, c ersetzt : *^ 

„Damit ist in der Tat die Summe (5) der mit zwei 
konjugiert komplexen Größen multiplizierten naturlichen 
Logarithmen zweier konju^ert komplexer Größen reell dar- 
gestellt : 
(11) (a + iV)l{c + id) + (« - ih)l{c - id) 

='al{c^ + <i') — 2&arctg- ." 



Nun war in § 28 dag Integral J ■■ 



'ß=k 



in der Gestalt ausgewertet worden: 

(HI) j^(i-^[^^[^-Jt-.._ 

J (o JffxJ fax^' +2bx + c 
= ^.l[ax + b + iatl7)], 

damals (bei reellen Größen a,h,c,x) unter der Voraus- 
setzung, daß beide Faktoren der rechten Seite einen reellen 
Wert hatten, daß also einmal a, andererseita auch af(x) und 
ax-\-'b-\- fafix) positiv waren. 

Nunmehr werde nur au der Realität von x festgchalt^i, 
a, b, c dagegen seien beliebige reelle oder komplexe Größen 
{a^O), so führt doch die formale Differentiation der rechten 

Seite von (ili) nach x stets auf die Integndfunktion — der 
linken Seite. ^ 

JDie Formel (IH) gilt daher allgemein für beliebige 
(reelle oder komplexe) Werte der a, b,c, und reelle x." 

Versteht man jetzt unter ä,b,'c, (ü,J die zu a,b,c,(ü,J 
konjugiert komplexen Größen, so ninunt der Ausdruck (4) 
f Qr / = : 
(8) (R + tS)J"+(fl-iS)J' 
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die Qestalt des Ausdiruckes (ö) an, und ist daher gemäß (H) 
durch elementare Funktionen reell darstellbar. 

Wir gehen über zum Falle i = 1 in (5). Wie in § 28 
bediene man sich der Substitution: 

(9) x-{<, + iv)-\, 



I wird: 



_ r dx ^ _ f_dt_ 

~Jx - (u + iv) Ol" j y^)' 



(10) • 
l v(») - »'A» + iv) + 2i[a(u + iv) + b] + a 

Damit ist aber die Aufgabe der reellen DarstellnDg 
des Ausdrucks ; 

(11) (Ji, + i«,)J-, + (E,-iSi)J'-i 

aul den soeben erledigten Fall X = znrnckgefilbrt. 

Vermöge derselben SubstitutioD (9) besteht weiter ge- 
mäB § 28 (SV), S. 312, die Beduktion (« positiv, ganz): 



<-)--*=i,^WW-^-^«^^i^ 



'dgf 

VvR' 

und das Integral Jy{s) rechterhand laßt sich auf Grund der 
EekuTBionsformel (H) in § 28, S. 314 auf J^{e) und auf 
algebraische Glieder vom Typus &''\jy>{p) (/t = 0, 1, 2,...) 
zurückführen. 

Für 2 = f + ij;, y^ = q5 + »j; erübrigt also nur noch 
die Auffindung des reellen Bestandteile 91 eines Produktes 
von der Form {| + itiY(R + tS) {<p + i^) ■ 

Durch Entwickelung von ({ 4- i^T ^^ch dem binomischen 
Satze erhält man, wenn /i^ifi^,... die Binomialkoeffizientea 
von fi bezeichnen: 

(13) K = (^- /^ S"-'*]' + fiii"-W - + ■■ ■)iii<p-Sx) 

Hier ist bereits von der expliziten Darstellung ^ytlz) 
~ 9* ~i~ *Z Gebrauch gemacht Um auch diese noch ab- 
zuleiten, setze man abgekürzt für yi (10): 

(14) y,^cc + iß. 
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346 § 32. Dm Integral einer rfttion&len Funktion von ee vsw. 
Dann folgt aus der Forderung ^ ■= tp + ix d. i.: 

(15) öc + iß = {,p + ixY = {q>^ - 2^ + -^WX 

durch Gleichsetzeu der reellen und rein imaginären Teile: 

(16) <x = <p^~x\ ß = '^9X> 9'' + Z* = +)'«* + ^', 
und daraus"'): 



(17) 



. = yi 



Damit ist der FundamentalBatz nachgewiesen: 

O. „Bedeutet R eine rationale Funktion 
mit reellen Koeffizienten, sowie f{x) eine 
ganze Funktion zweiten Grades mit reellen 
Koeffizienten, so ist jedes Integral von der 
Form JR{x,'^f{x)\dx (solange es überhaupt 
reell ausfällt), durch reelle elementare 
Funktionen reell darstellbar." 



Dieser Fundamentalsatz ISßt eich noch auf eine andere 
Art ableiten. Man nehme f{x) in (1) bereits in der Form 
(s. § 28, a 299 ff.) an: 

(18) m=A-^Bx^-, a>:^ff{^), 

80 war das Int^ral (1) JR[x, (o)dx vermöge (3) auf ein 

solches von der Gestalt / — -^dx zurückgeführt, wo P{x) 

eine rationale Funktion bedeutet Vereinigt man im Zähler 
Z{x), wie im Nenner N{x) von P[x) jeweils die Glieder 

*) Daa Torzeichen der beiden Quadratwurzeln fQr qi und x 
bestimmt sich am einfachsten auf trigonometriBchem Wege. 

Durch * := pcoBy, ß-^gsiar, wo e^-\-ioi*-^ß* , bt ein Winkel y 
(0£ ;■ <2ji) eindeutig festgelegt. Dann wird ?'^+VecoB^ , 

X "= "^.VsBva^ , wo beidemal entweder das obere oder aber das 
untere Vorzeichen gilt. Welches von beiden das richtige ist, kann 
erst nach expliziter reeller Darstellung von JB{x, ) ;^(i)] dx durch 
Differentiation entschieden werden. 
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§ 33. Das Integral ein«r rational«n Funktion von x usw. 347 

mit geraden resp. ungeraden Potenzen von x, so ninunt P(x) 
die Gestaltea an: 

n Q, VM M _ ^.(^') + ^^(^') _ lZ, + xZ,){N,-x N,) 
' ' "-^ if(a:) N^(xi) + xN,{x^)~ Nj-x^Nl 

= Pi(a!») + a;Pj(a;»), 
wo unter Z^, Z^,Ni, N^ ganze, Pi,Pj rationale Funktionen 
von a:* zu verstehen sind. Damit zerl^ sich / — — — in; 

(20) fm^ „ f F,(x^)d x _^ f xP,ix^)dx 

Führt man in dem zweiten Integrale rechtH u = x' als 
neue Variable ein, so ei^bt sich die Reduktion: 

,„-, rxP,(x^)dx r P,(u) , . ,. 

(21) / , '^ ■' = 4 / '^ du, {« = x^) . 
J iA + Bx-' ^J fA-\-Bu ^ ' 

Führt man rechte wiederum v = ^A -\-Bu als neue 
Variable ein, so konunt das Integral auf das einer rationalen 
Funktion (§ 31) zurück: 



HM^'-'^K 



B 



/P, (x*) 
■^ — Äff. 

KU untersuchen. Zerlegt man Pi(x^) (§§ 30, 31) in eine 
ganze Funktion Q{x*) und in Psrtialbrüche, so kommt man 
auf ein Aggregat von Gliedern: 

(23) Cf-^^dx, Pß'^^^^lldx, 

J^A + Bx^ J iA + Bx^ 

yvo V, ft pofliüve, ganzzahlige Exponenten (v inkl. 0) sind, 
C eine reelle, D und m entweder reelle oder komplexe 
Konstante. Im letzteren Falle ist aber mit jedem Int^jal 

D I \ ' - das koniugierte U / ', L— ^ dx zu ver- 

J fÄ+B^ ' ^ J yj+ Bx^ 

einigen, wo D, m die zu D, m konjugiert komplexen Größen 
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348 § S3. Dm Intogntl einer ntionaleD Funktion von x naw. 

sind. Dag erste Int^^ral in (33) ist dnrcb die Rekurgions- 
formel (H) in § 28, S. 314 erledigt. Um für das «weite 
Integral ia (23) eine Shnlicbe RekursioDsfonnel aufzustelleD, 
gebe man von der Beobacbtuag aus, daß, unter n einen be- 
liebigen Exponenten verstanden, die Differentiation dee 
Produktes {m + x^yx(o , abgesehen vom Nenner tu, eine 
,^;erade" ganze Funktion von x liefert, d. h, eine solche, 
die nur gerade Potenzen von x enthält: 

(24) [{m + xf 

Führt man recbterhand überall m-{-x* ale Variable 
ein [x^ — (m + a;*) — J»] , ordnet nach Potenzen von (m + x-) 
und setzt znr Abkürzung: 

(25) 

80 liefert die Integration von (24) die ßeknrsionsfonnel: 
(P) {m + x')'xco = 2jB(1 4-»)J»+i + (1 + 2n){A - 2Bm)J„ 

+ 2mn(Bm—A)Jn.i, 
als Verallgemeinerung der in § 28 (H) aufgestellten. 

Beschränkt man sich nunmehr auf negativ ganzzablige 
Indizes der J, so erhält man zuvörderst mr « = — 1 : 

(26) (m + x^)-^x<o {A -2Bm)J.i— 2m{Bm - Ä)J.i, 

womit J-t auf J.i und einen algebraischen Bestandteil 
zurückgeführt ist L^ man sodann » in (E^ der Reihe 
nach die Werte — 2, — 3, usw. bei, so erkennt man die 
analoge Reduktion eines beliebigen J„ {n negativ ganz). 

Um endlich das Int«rral J_,~\-- — auf eine 

* J{m-\- x^)m 

bekannte Form zu bringen, bediene man sich der Substitution: 

»» -[- a:^ = - , so wird: 

(27) J,.-/" ""^ 



,„^„_1\ 

V(l->»<))[B+o(^-ra)) ' "" ^ ' 



-ijf ^ l\^^^ .^- (>» + ^'- 
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§ 33. Komplexe Größen in der BifferentiiklrechnuDg. 349 

Im Falle eibee komplexen m verfahre man mit der 
rechten Seite, wie in (10), (11); jeder Faktor {m + x^yxto 
führt alsdann, für n ^ — v auf eine Summe von der Art: 

f9Sl ^^^ , ^^«^ 



wo r, in die zu /', m konjugierten Größen bedeuten. Führt 
man das Produkt (m + a:^ (m + ^c*) aus und entwickelt 
innerhalb der eckigen Klammer nach dem binomischen Satze, 
so fallen die imaginären Teile heraus, und die rechte Seit« 
von (28) nimmt eine reelle Gestalt an. 



§ 33. Komplexe GrSBen in der Differential- 
nnd Integralreehniuig. 

Die komplexen Größen A = a + ih befolgen nach § 31 
die elementaren Kechnung^eaetze. Führt man noch den 
BegriflF des absoluten Betrages*) |^| ein: 

(1) l4 = + y5^Ti^, 

so gelten die beiden Sätze: 

P,. „Der absolute Betrag eines Produktes 
komplexer Großen ist das Produkt der ab- 
soluten Beträge der Faktoren." 

Pj. „Der absolute Betrag einer alge- 
braischen Summe komplexer Größen ist 
höchstens gleich der Summe der absoluten 
Beträge der Summanden." 
Denn für Ai = a^ -\- ib^^ , ji^ ^= Oj + ib, folgt Satz P^. 
aus der Identität: 

(2) (OiO, -b,b,y + ia,b, + a,b,)» - (aj + 6?) («1 + 6^) . 

*} Für eine reelle Grö&e A fSllt der absolute Betrag, in 
Übereinstimmung mit früherem, mit dem absoluten (posiuTen) 
Vierte von A zusammen. 
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350 i 33. Komplex« GrO&en in der Differentulreeluiting. 

zünScIut für zwei GrTöäen A^, A^, und durch wiederbcdte 
Anwendimg dieses Ergebnisses aucli fflr mebr als zwei 
fiolcbe*). 

Um Satz P,. abzuleiten, bediene niau sieb der Ab- 
kürzungen 1^1 1 •= Ol, \Af\ =^ gf, Bo gilt: 

(3) |4, + ^!> - (o, + «,)• + (S, + i,)' 



(4) o}fl3 + !^6;s:«Joi + Sil5 + («A -«!»,)', 
oder auch: 

m («,<% + b,b,)> sj M + s?)(o; + i^ L e. ä s\s. 

Durch Einsetzung von (40 in (3) folgt aber: 

(5) 1^1 + AI Ä KU- ! AI. 

d. h. der Satz P,. für zwei Qr6£ea A^, A^, und damit, wie 
bei Pf) auch für mehr als zwei solche. 

Bedeuten Jetzt A^, A^,...Ah » konstante komplexe 
Größen: 

(6) jli = a, + i6i,..., uijt = at + ifii,..., A = a» + t6,, 

andererseits fi{x),...fi(x),.,.f^{x) reelle Fimktionen eines 
reellen Aigumentes x, die in einem Intervalle (x,, x^) nebst 
ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig seien, so bOde 
man die neue „Funktion" F{x): 

(7) F(x) = AJ,{x) + ... + A,f,{x) = SAthix) 

= Za^fi{x) + iSbtfu{x) = G{x) + iH(x) , 

so ist auch F(x) in (a^, x^ eindeutig. Die Differenz AF{x) 

= F(x + Ax) - F{x) wird! 

(8) AF{x) = SAiAMx) = äG{x) + iAH{x). 
n§32,S.346, Anm.*) .<,=r,(oofly,+iam»',). 



Ji=r,(co3^,-|-isin^,), so wird J.,^^=r,r,[(coB^,oos9>, — BinT^, aiii7>|) 
+ i(coB?'i sin y, 4- Bin V, cos 9>,)] = Tt r, [ooB (v, -|- y.) + i ein (?■, + v j], 
d. b. komplexe Großen werden mumpUziert, indem man die äb- 
■ ■ ■* ■ ' ^- — ■ »1 addiert. In ' 

<,], (n = l,2,8 



impuzi 

soluten Betr^e multipliziert und <ue Winkel addiert. Im be- 
sonderen folgt daraus ^" = ('■[cosnf-|- tBinN^ij, (n==l,2, S, ■• ' 



§ 33. Komplexe OrOfien in der DiffereatUlreoimuDg. 351 

F{x) beißt „stetig" in («1,«^), wenn IimlJF{a;)| ru- 
^eich mit Ax gegen Null konvei^ert. Aus der vorauB- 
gesetzten Stetigkeit der ft{x) folgt aber die von G[x) nnd 
H{x), und sobald \AG{x)\ <s, \AS{x)\ <>], aucb: 

(9) \ ^F{x)\ 
~+i\JG{x)\^+\AH(x)\^ Ä \AG(x)\ + \AE{x)\ <s + ti> 

womit die Stetigkeit von F(x) erwiesen ist In derselben 
Weise schließt man aus der gleichmäßigen Stetigkeit der 
fi,(x) iu {xj.x^) die von F(x), d, i. für jedes x in ix^fX^) 
Ifißti sich \Ax\ so klein wählen, daß |JJ^(x)| unter ein und 
derselben beliebig kleinen (positiven) Größe t bleibt 

Aus (8) geht die Existenz des Differeneenquotienten 
AF(x) AG[x) , .Affix) . ... ,. , 

— -. — = — -. — ^ + 1 — z-^— hervor, und hieraus die des 

Ax Ax Ax 

DifTerentialquotienten : 

(10) ^* - Fix) = CM + iff'W . 

Solche Difierentialquotienten, wie F'(x), befolgen die 
nämlichen elementaren Gesetze, wie die reeller Funktionen 
(Diffr. §§ 10, 11, 13). Auf Grund von Diffr. § 15 lautet 
der „Mittelwertsatz" für Funktionen F{x) (7): 

(11) AFix)^Ax[G'{x + &^Ax) + iff'ix + &iAx)], 

-wo x + &iAX) x + &^Ax unbekannte Mittelwerte zwischen 
X und X 4- Ax bedeuten. 

Die UmkehruDg der Differentiation führt, wie in § 1, 
EQ der Au^be, sämtliche Lösungen der Difierentialgleichung 
F'(x) = aufzusuchen. Sind a, ß wiederum ü^end zwei 
(reelle) Werte eines voi^legten Intervalles (x^a^), so folgt 
aus (11), da im ganzen Intervall F'(x), und damit G'(x) 
und I£'(x) verschwinden, F(ß) =F{a.), d. h. es ist F{x) in 
(2^,:!^) eine willkürliche, reelle oder komplexe Konstante c; 
stimmen demnach für zwei Funktionen F{x), 0{x) von der 
Natur (7) F'(x) und ^(x) für alle reellen Werte eines 
Intervalles (x, , rr,) fibereio, so können sich F{x) und ^{x) 
nur um eine solche Konstante unterscheiden: 

(12) 0{x)^Fix) + c. 



352 § 33. Komplexe Größen in der Differenüalrechnung. 

Sind die fi^{x) in (7) im Intervalle (x^, x^) in kon- 
vergente Taylorsche Reihen entwickelbar (Diffr. § 19), ao 
sind es erachtlich auch G{x) und H{cc): 

G{x + Ä) = G{x) + h&{x) + |-, G"(x) + . . . 
Ä- 



(13) 



2! 



wo man sich den Index n bereits so groß gew^lt denken 
kann, daß: 

(14) \^\<e, \Sn\<s, 

unter c eine beliebig kleine voigegebene (positive) Größe 
verstanden. 

Bildet man mit Hilfe von (13) F{x + Ä) = G(a; + ä) 
-\- iH{x -\- h) , so kommt als Tayloreche Entwickelung 
für F{x) (7) : 



(16) 1P,| = \Rn + iSJ\ < |B»| + |S„| < 2e . 

Endlich ist auch der Begriff des bestimmten und 
unbestimmten Integrals (§ 4) direkt auf Funktionen 
I{x) (7) übertragbar, me in einem Intervalle {Xi,x^ {^eioh- 
mäßig stetig sind; Aus 8 = ZF{x)Ax = 2G{x)Ax 
+ i2H{x)Ax ergibt sich : 

(17) \{mSF{x)Ax = jG(x}dx + iJH(x)dx = jF{x)dx, 

und für J{x) = JF{x)dx: 

(18) ** J'[_x) = F{x), 

wo J{x) in {xi , Xj) gleichmäßig stetig ist 
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Von dieBen Int^ralen einer Funktion F{x) gelten dann 
wiederam die Sätze des § 5. 

Die bisher erhaltenen Sätze über Funktionen F{x) (7) 
lassen sich einmal auf den Fall einer komplexen Variabein x 
aosdehnen, andererseits auf gewisse Funktionen F(x), die 
ans einer unbegrenzten Anzahl von Funktionen f(x) zu- 
aam mengesetzt sind. 

Za dem Behuf ist es vorerst nötig, die Grundlagen der 
Theorie unendlicher Reihen {DifiFr. § 22) auf Eeihen mit 
komplexen Gliedern u zu übertragen. 

Man setze wiederum: 

(19) S,-'«i + M, + . .. + «„, P„,p = M»+i + W»+B + ... + «„+j. 

Die unbegrenzte Reihe der u heißt konvergent, wenn für 
eine beliebig kleine vorgegebene (positive) Größe e der 
Index n so hoch gewählt werden kann, daß fijr jedes p 
|Pn,p| <e wird. Trennt man die komplexen Größen in 
ihre Bestandteile: 

(20) »» = Vi + w„ ii„,p = i'„+,+...4-v.+p, 

S",y = Wb+i + ...+ W„+p, P,^p =^ B„,p + iSn^p, 

SO gilt, sobald die Voraussetzung lP„,p| <c erfüllt ist: 

(21) \B..,lä\P..,]<., |S.,,|s:|P.,,|<«, 

d. h. dann konvergieren anch die reellen Reihen der v und 
«0 einzeln. Ist umgekehrt das letztere der Fall, also n so 
hoch wählbar, daß zugleich: 

(22) 1-H.„|<., |S„,|<., 
80 wird: 

(23) lP.„|SiS.,,l + |S,,,|<2,, 
d. h. es konvergiert auch die Reihe der u : 

Qi. ,J>ie Konvergenz einer Reihe kom- 
plexer Glieder Uj—Vt-l-iu'jt istgleichbedeutend 
mit der gleichzeitigen Konvergenz der 
reellen Reiben der vn und der wm sind B und 
S die Grenzwerte der letzteren, so ist M + iS 
der Grenzwert der ersteren." 

W. Fr. He; er, Integralrechnung. 23 
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Im besondem beißt eine Reihe koDoplexer «i absolut 
konvei^nt, wenn die fieihe der absoluten Beträge |ut| kön- 
vei^erC; wenn also für: 

(24) Kl = +y«J + w? = et, P;,p = e«+i + ...+ e-+,, . 

bei beliebig kleinem e und genügend großem » für jedes p 
die Bedingung erfüllt ist: 

(25) Pi.,<,. 



Gesetzt, dies sei der Fall, s 
und für: 


folgt au« ]o,|se., Wäei, 


(26) B;,,= |.-„+,|+... + |t.„^^| 


, S., = K4-,| + ...+K-»,| 


unmittelbar, daß auch: 




(2') K,,<«, 


Si,,<t, 


d. h. die reellen Reihen der |l 


^, \tv\ konvergieren ebenfaljB 



absolut. 

Sei mugekelirt das letztere (27) der Fall, so ziehen die 
Ungleichungen p* ä |Pt| + |mi*| sofort die andere nach «ich: 

(28) Pi,päB'„,p + S;,p<2f, 

d. h. die ursprüngliche Beihe der komplexen » konvet^iert 
absolut: 

Qg, „Die absolute Konvergenz einer 
Beihe komplexer Glieder tit= Vi-f »«^ ist 
gleichbedeutend mit der gleicbzeitifcen 
absoluten Konvergenz der beiden reellen 
Beihen der vi und mj*." 
Der Grenzwert der Beihen der ut ist dann unabhän^ 
von der Anordnung der Glieder. 



In Diffr. § 20 waren die elementaren Funktionen in 
Potenzreihen entwickelt, d. h, in Beihen von der Gestalt: 
(29) ao+Oja: + Oja;»+... + o,af + a_+,3?'+i+... 
+ a„+pX"->-'' + . . . , 
wo die üt und x redl sind, und es trat dabei durchgehende 
die Erscheinung au^ daß, wenn eine solche. Reibe für 
irgend einen Wert x von x konvei^erte, dies auch für jeden 
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Wert X von x üutraf, sobald [X| < |:d. Der Satz boU 
allgemein bewiesen und sodann auf Potenzreiben eines 
komplexen Argumentes z übertragen werden. 

Seien x, X positive Werte, x> X, — ■=»?<1, und: 
(301 (-fi.,p = «-+i^+^+.-. + «-+,a^-^', 

Nach Voransaetzung sei |Ä,p| für jedes p kleiner als e. 
In Ä,p ersetee man jede Potenz A"+' durcb a^+'«"+', und 
drücke zugleich die Produkte a„+(a:"+* mittels der Iin,i, 
ÜH,i,...üfl,p aus, wie folgt: 

Bann nimmt i£fi,p iu (30) die Gestalt an: 

(32) S;,,^ = ÜH,.(.i"+' - 1?"+«) + -ß„,iC?"+' - */"+')+ . ■ ■■ 

+ B,^p_i(t,"+''-l - V"*') + JRn.pV"^".. 

Da aber jedes l^,«| < £ und w^en i; < 1 stets 
)j"+'> ij"+*+^, so erhät man für |-HIr,p| einen zu großen 
Wert, wenn man in der rechten Seite von; (32) jedes B^^ 
durch s ersetzt. 

Dadurch entsteht die Ungleichung: 

(33) |«„|< «•,■«, 
80 daß wegen ij < 1 limi^p = 0, 

Auf den soeben bewiesenen 8atz läßt dich . der all- 
gemeinere zurückführen, daß in (29) x ein komplexes Ar- 
gument ist. Man setze, wie früher (§ 32, S. 350, Anm.): 

(34) x = r{cQ8tp + isin(p), X = ^(eosy-htsin^j), — = ]y<l. 

Das allgemeine , Glied tft = a^x^ nimmt jetzt gemäß 
§ 32, 8. 350, Anm.) die Gestalt an: 

(35) tti= iij-f. iwi, = ait^coskq) + ißiir*amk^. 

Nach Voraussetzung soll (29) für W = r und für jeden 
beliebigen Wert von ^ konvei^eren, mithin auch die reellen 

23* 
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B«Uien der Vi und w/,; dann konvei^eren aber die letzteren 
um 80 mehr £Qr jedes \x\ — R <r: 

Ri- „Wenn eine Potenzreihe (29) mit reellen 
KoeffisienteD a und komplexem Argument x 
für all« X konvergiert, deren absoluter Be- 
trag gleich r ist, so konvergiert sie auch für 
alle X, deren absoluter Betrag kleiner 
als r ist." 
Eine in vielen Fällen bequemere Regel erhält man, 
wenn man nur weiß, daß für irgend ein \z\ = r der absolute 
Betrag {ui{ =- \ai\r* eines jeden Gliedes in (29) unterhalb 
einer festen Grenze g bleibt. Man ^ehe wiederum von (34) 
aus, dann wird, für das Argument X gebildet: 

I ttJi= atl^ainkip = atr*äak>pr^. 

Nach Voraussetzung ist |ait{^<^. mitbin auch 
laiCosA?']»^ <3, \atamkip\r* <. g f also auch |Vi|<j?ij*, 
H < gif. 

Daraus geht aber die Konvergenz der Reihen der *», Wk 

(36) hervor, da sie sich unter geometrische Reihen (Diffr. 
§ 22, S. 331) herunterdrücken lassen. Denn für: 

(37) b;,, = «-+i + ...+v„+„ s;, = «-„+!+...+»„+, 

erhält man: 

(38) ]B'„]<5J!li, lSiJ<g^.. 

Rf. „Wenn bei einer Potenzreihe mit 
reellen Koeffizienten a und komplexem Ar- 
gument a: = r(co89' -f- isin^) der absolute Be- 
trag eines jeden Gliedes für ein gewisses r 
unterhalb einer festen Grenze bleibt, eo 
konvergiert die Reihe für jedes x, dessen 
absoluter Betrag kleiner als r ist" 
Sind also im beson^lern alle Koeffizienten a positiv 

und endlich, so konvergiert die Potenzreihe für Jedes 

komplexe x mit |:c| < 1 . 



Nunmehr fasse man die in Diffr. § 20 aufgestellten 
Potenzreihen der elementaren Funktionen für ein 
komplexes Argument ins Auge. 
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Die Reihen für ain'a:, eosa:, «" (L c. 8. 264, 267, 269) 
konvei^erten für jedes (reelle) x absolnt, mithin findet ge- 
ml^ Satz Ri. dasselbe fflr jedes komplexe x statt. 

Bei den Keihen für lil-'rx), \l- , und arotgic 

(L 0. 8. 270, 275, 293) sind die Zahlenkoeffirienten stets 
endlich, die Reihen konveTgiereo daher nach 8atz B^. ffir 
jedes komplexe x, dessen absoluter Betrag kleiner bleibt 

als 1. Ersetzt man in der Reihe für \l-- x durch ix, 

80 stimmt die so hervorgehende Reibe mit der arctg-Beihe 
\äa auf den Faktor i überein; das ist aber der Inhalt der 
in § 32 0) für ein reelles x {\x\ ^ 1) aufgestellten Formel*): 

(39) arc)ga: = i.i^±i|. 

Bei der binomischen Reihe (1. c. S. 277) für (1 + x)" 
— 1 + m^x -\- m^x* + . . . war daselbst gezeigt, daß bei 
reellem x (\x\ < 1) lim \m„3f\ = iat. Daher konveigiert die 

binomische Reihe fOr jedes komplexe x , solange r = {rr{ < 1 . 
Denn wie nahe sick auch r an 1 befinde, es läfit sich stets 
ein reelles positives x angeben, so daß x zwischen r und I 
liegt Da femer nach DiSr. § 22, 8. 341 die Reihe der |m„| 
für ein positiveB m (inkl. 0) konvergiert, eo koovei^ert dann 
die binomische Reibe auch für jedes komplexe x mit |2| — 1 . 
Endlich konvergiert auch die Reibe für arosinx 
(1. o. 8. 304) für jedes komplexe x, solange ]:r| £ 1, da 
nach Diffr. § 22, S. 341 die Reibe der (positiven) Zahlen- 
koeffizienten konvergiert Somit gilt der Satz: 

S. „Auf Grund der zitierten Potenzreihen 
und unter den eben angegebenen Besohrln- 
kungen werden die Funktionen sin^, cosir, 
«^*), l(l-{-x), {i + x)"', aresina;, arctg^i: für ein 
komplexes x definiert." 
Daß in der Tat diese erweiterten Funktionen mit den 
alten die wesentlicbsten Eigenschaften gemein haben, wird 

*) Analog: führt die Vergteichung der Beihen für «*, sinx, 
oosa; zu der Eulerachen Identit&t e'* = coBSB-l-*ün3;. Daß 
diese Identität indessen genau dasselbe aussagt, wie (39), zeigt 
sich in 9 36, (XI), (XI-). 
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sieh in § 36 daraus ergeben, daS ihre Additionstheoreme 
jeweils die nämlichen sind. 

Zum ScUusae soll gezeigt werden, wie durch konvei^ 
gente Fotenzreihea definierte Funktionen eines komplexen 
Arguments die Eigenschaften der Stetigkeit, Differenzier- 
barkeit und Integrierbarkeit besitzen. 

Für ein ganzzahliges positives « und reelles x eretib 
sich in Diffr. § 8 die Stetigkeit der Potenz a^ aus «fem 
binomischen Satze, insofern : 

(40) {x + h)" ~ af = hin^x"-^ + Mja^-*Ä + ...+ Ä"-*} 

war und der Faktor von h unterhalb einer festen Grenze 
lag, 80 daß die rechte und damit die linke Seite von (40) 
bei beliebig abnehmendem |Äl gegen Null konvergierte. 
Sind jetzt x und h komplexe Wert«, \x\ = r, \h\ = s, so 
bleibt (40) unverändert; überdies ist aber: 

(41) " \niaf*-^ +... + Ä''-*|£«ir"-i+...+ s"-S 

so daß der absolute Betrag der rechten und damit der 
linken Seite von (40) für lim« — gegen Null konvergiert. 
Genau in derselben Weise folgt gemä£ Diffr. § 16 die gleich- 
mäßige Stetigkeit von x" in irgend einem Bereiche von x. 
Der nämliche Schluß wiederholt sich auch für den 
Übergang vom Differenzen- zum Differentialquotienten, indem : 



[42) 


* 


^ — naf-^ = hintäf-^ 


' + ■■■ + *—), 




!»,«-* + ■ 


..+ *>- 


'!£»,»-'+. 


..+ s»-'. 




Somit besitzt ic" auch 


bei komplexem x die Ableitung 



Wie in Diffr. § 8 läßt sich die Stetigkeit and Differenzier- 
barkeit auf eine ganze Funktion des komplexen x übertragen. 
Es sei jetzt: 

(43) F{x) = aa + aiX+...+ an^L^+^ + .-- + aH+fi^-^f + -- 

der Wert einer Potenzreibe, die für |3;[<r konvergiere; 
\x\ befinde sich im Intervalle (rj^rj) (»"i<r, <r). Für 
sämtliche x dieses Gebietes muß sich nach "Voraussetzung 
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§ 33. Koin|dexe Qxö&ea in der DifFerentialreohiiuDg. 3&9 

ein Wert des Index n so hoch wählen lassen, daß ffir 
jedes p: 

(44) \Jtn,p{x)\ = |a.+.af +■ + . . . + a^^„jf^p\ < e , 
wo e eine beliebig kleine positive Größe seL 

Gehört dann auch ja: + ■^ic| dem Intervalle (r^,r^) an, 
so wird: 

(45) \Itn.f{3; + M-R„,f{x)\£\R,,,{x+Ax)\ + \R.,j,{x)\<2e. 
Demnach stimnit, für: 

(46) s„(j:) = ao + «i^ + -"+ö»^> . 

die Differenz äF(x) = F{x + Ax) — ^(a:) mit der Differen« 
As„{x) = Sn{x -\- Ax) — Sn{x) bis auf einen komplexen Fehler 
Gberein, dessen absoluter Betrag < 2e ist und daher belieb^ 
klein gemacht werden kann. 

Somit überträgt sich die Stetigkeit und Differenzierbar- 
keit der ganzen Ftmktion 8k{x) auf die Funktion F{x^; man 
erhält für F'{x) die, wiederum für |3;|<»' konvergente, 
Potenzreihe : 

(47) . F'Xx) = «i + la^X* + . ■ ■ + »a„«"-i + . . . , 

und es gelten die in Diflr. §§ 10, 11, 13 aufgestellten Regeln 
über Ableitungen. 

Bei der Definition des Integrals einer Funktion F{x) 
beschränken wir uns auf das unbestimmte Integral; es 
ist, bis auf eine willkürliche komplexe Konstante: 

(48) ' JF{x)ä{x)~.J{x), wenn J'{x)^F{x). 
D«u) folgt aus (47): 

(49) jiao + <hx-\-...+ a„af-\-..)dx = aaX-\-a^-^+... 



wo die Konvergenz der rechten Seite für ja;| < r unmittelbar 
orsiobtiich ist, da die KoeiBzieuten im Veigleich zu denen 
der ursprünglichen Reihe numerisch verkleinert sind. 

Für diese Initiale von Fotenzreihen gelten wiederum 
die Sätze des § 5. 

Die obigen Betrachtungen lassen sich unter gewissen 
Bedingungen auf Reihen aasdebnen, in denen die Potenzen 
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von X durch andere Funktionen ersetzt sind. Endlich läät 
sich auch, im wesentlichen wie in § 4, der Begriff des be- 
Btimmtea Inteerala einer Funktion einer komplexen Variabein 
aufstellen. Doch gehören diese Erweiterungen in die 
eigentliche Funktionentheorie. 



§ 34. Integrale der Grappe (T). 

Wir beschränken uns ^if einige bemerkenswerte Typen 
von Integralen, die auf Grund von Kekursionsformeln dnich 
die Methoden der Snbstitution und der partjellen Integration 
gewonnen werden. 

Man setze: 
(1) En = j^afdx, 

so liefert partielle Integration, indem man entweder ^ = {^y, 

U + 1 

(I) E„ = &^:^~nE„.i, 

die auch für den besondem Fall » = gilt {E^ = ^ . 

Stellt man die Formel (I) bei positiv ganzzahligem n 
der Efiihe nach für den Index n, n — 1, « — 2,,., 1 auf, 
und zieht znsammen, so gewinnt man die explizite Darstellnng: 
(la) fg'afdx 

= e'[ic»— n3!"-i + «{« — l)ic""' — «(» — 1)(»-2)3:"-' + — ... 
+ (-!)"->»(» -l){n- 2). ..2x1 
+ (-l)''«(n_-l)(»-2)...2.1*-], 
(m positiv, ganz). 
Ist dagegen n negativ ganzzaUig, so setze man n = — v, 
dann nimmt (I) die Gestalt an : 
(10 E.^ = e'x-' + yE.i,-n). 

Gibt man hier v der Reihe nach die Werte 1,2,...*', 
imd vereinigt wieder, so gelangt man zu der e^liziten 
Darstellung: 

Qb)v\f~dx = (-dx-g'\x-^+V.x-' + 2lx-' + S\x-*+... 

^"^ -"^ +{v-l)\x-], 

{v positiv, ganz). 
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Das Initial E.i = f—dx läßt eich aus (P) nicht ent- 
nehmen. Entwickelt man gemäß Diffr. § 12 (Va), S. 137 — 
in die für jedes x^O konvei^nt« Reihe : * 



Bo erhält man durch gliedweise Int^Tation (b. § 38) die 
ehenfallB für jedes x^O konvei^nte Entwickelnng : 



<^^/l 



dx^lx + x + ^^ + ^-^^+^^-^+...+ 



3-3!^4-4!^'"^n.«!^ 



Die bisher anfgestelltcn Formeln lassen sich leicht auf 
den Fall ausdehnen, wo in (1) der Faktor e' durch e"'*), 
dagegen der Faktor af dnrcb (o + &«)" ersetzt wird, wo m 
ein beliebiger, n wiederum ein ganzzabligcr Exponent ist. 

Danu tritt, mit Beoutzung der Abkürzung: 
(2) E„ =/c"'{a + bxydx, 

m die Stelle von (I), {10 : 

(H) E,= — (a + M"-— E.-1, 1 

w* *"- I (n,rpo8itiv,ganz; 

ff«x vh Im beliebig ^ 0). 

m E.. = ^{a + bx)-' + ^ E.(.^i„ 

Nur für »1 = versagen diese Formeln, wo sich aber 
direkt ergibt (bei jedem Wert von n; s. § 25, (I), (II)): 



(20 



*) Würde man etwas allgemeiner ^ duroh e»'4ni ersetzeo, so 
würde nur dem Integral ye"*(a+6o;)''Äa; der Faktor 0'iJ(a-\-bx)''da) 
hinzuzufügen sein, der mit (V) erledigt ist. 
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Die EntwickeluDg (I&) erwüteit sich zu: 
(Ha) /e-'(a + 6a:)"daT.— — [(o + i«)" — —(o + bxf-^ 

+ n{n — l)—^{a + bxy-'~+... 

+ (-ir-'n-{B-l)...2.^(o + M 



andererseits die Gntwickelni^ (Ib) zu: 

(Hb) v\ — [ ,^'^, dx = f-^dx - — \{a + bx)- 



£ndli<^ führe man 



Jo + la 



/•■; " bj g 



s = o + bar eia, so gebt das Integral über -^ j dz 

. entwiekelt man also wie oben (Ib') 



in eine Reibe, so stellt sich als Erweiterung von (Ib') 

heraus (z = a + Ix) : 



Vermöge der Substitution: 

(3) c« = 5 

geht aus E„ (1) der andere Typus hervor: 

(4) Ln^jihTdg. 
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Die fieknrsionsfonneln (1), (10 werden jetzt zu: 
(HI) L.-»(!.)"-»i..„ (HIT £_,-.(i»)- + vi_,,t,|, 
eo daß die Entwickelongen (la), (Ib) übergehen in; 
(m«) /(!«)■(!» -»[(!»)" — »(Iz)"-' + «(» - !)(!«)"-■-+... 
+ (-ir-'«(»-l)...2(!») + (-I)"»(»-l)...2.1], 

(Olb) vlL^dz-lll -»[(!.)-' +l!(I»)-' + 21(i»)-'+... 

(n, V positiv, ganz), 
wo das lotend /y- vermöge (3) aus (Ily) hervorgeht: 

(inv, /-=.„.;.,i^ + ||^ + ... + «,... 

Im besondem erhält man für » = 1,2 aus (IHa) : 

(5) Jlg dz =-11(11-1), j(lgydz = z[(le)'-2(h)+2]. 

ÄDdereraeits ist dem Typus (1) direkt nachgebildet der 
folgende; 

(6) \^ = jarlxdx. 

Da ^ = (— rrl» 80 liefert partielle Integration: 

(7) (a^lxdx = -^^ Ix ^ lafdx, 

^ ' J n+1 n+lj 

somit: 

(IV) L._/^(.i. = i^[te-^]. 

Diese Formel gilt für jeden Wert von n exkL w = — 1 . 

Im letzteren Falle führe man Ix = u als neue Variable ein, 

> kommt: 



(8) j'-^ds-fudu-^«-, 

somit: 

(ivo L_,=f^-^dx=^yxy. 
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Eine unmittelbare Verallgemeiiiemng des Typus (6) ist: 

(9) ]ir, = j{a + b3;yixdx. 

Indem wir lieber von M„-j au^ben und berück- 
sicbtigen, daß (a -\- bxy-* =^ l — ^- — ^1, erhalten wir, wie 
bei (6): 
{V} 3f,-i =f(a + bxy-Hxdx = ^(a + M"^^ 

bnj X 
In dem besonderen Falle tt^l ergibt sich: 

(10) M^^jlxdx^-^{a + hx)lx-^j^^^dx 

= "r(o + bx)lx — (alx + bx) ^ xlx — x, 

übereinstimmend mit (5). 

Für ein positives ganzzahligee n entwickele man 
(a 4- ba^ nach dem binomiBcfaen Satze und integriere glied- 
weise, 80 gelangt man, unter n^,«,,... die Binomial- 
koeffizienten von n verstanden, zu der Darstellung: 

(Va) JC_i — Ua + bxy-Hxdx 

(» positiv, ganz). 

Bei n^ativem ganezahligen « in (V) setze man «=- — »•, 
so gebt (V) über in: 

(V) ^-i.-*'}-jj^:^hr''"--i¥TiSr 
+ !/• ■'" , 

(>• positiv, ganz). 
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§ S4. Integrale der Oruppe (V). 365 

Im Restint^irale bediene m&n sich der neuen Yariabeln 
u^ a + bx, 80 nimmt jenes die Gestelt an: 

Hier entwickele man -— — r- in Fartialbrüche (§ 30). 
(11') 



Setzt man an: (« — o) 

1 



{u — a) w 

multipliziert die Kenner herauf und vergleicht links und 
rechts die Koeffizienten gleich hober Potenzen von u, so 
kommt nach einfacher Zwischenrechnong: 

(12) 



_1(_J i\_[^i^ + ^i__ + ...+ J_l. 

Führt man die Integration der rechten Seite ans, setzt 
für u seinen Wert a + bx ein, und substituiert den so er- 

/dx 
, in (V), so gewinnt 

man die Dsrstellnng (v positiv, ganz) : 

bv(a + bxy bva" a + bx 



ftv Lo'- ' (a + M 20-- "(o + ia:)* (»• + l)«(a + M"" 'J ' 

Nnnmehr ist noch der Fall v ^ zu erledigen, d. i also : 

Setzt man wiederum u = a -T-bx, so geht das Integral 
über in: 



(14) JK..i = ^ f ,, ^^' (« = « + *«). 
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t § 34. Integrale der Gruppe (V). 

Sä zunäoliBt b positiv, ao zerlegt sich M.i vie folgt: 



(15) j»f..=iy 



lf Hu~c 



'du-^lb-lu. 



Hier sind wieder die FSlle eines positiven and eineB 
negativen a zu trennen. Bei positivem o maß u positiv 
and > a sein (falls l{u~a) reell ausfallea soll). Mit Rück- 
sicht auf die Reiheaentwickelun^ von 1(1 -i- x) (Di&r. § 20, 
2^» S. 270) und gliedweise £it^;raüon (e. § 38), sowie 
Formel (8), kommt (ti = a + bx): 



(TM »/„-|^ 



^r~dx 

hx 



--»•'» + i('»)' + ^ + Ä + 3& + -' 
(a, h positiv; u> a). 
Ist dflg^en a negativ = — Oj , so ist entweder « > % 
oder aber |u| < Oj . Im ersten Falle hat man nur in (V^c^) 
a mit — äj EU vertaUBoheu, Im zweiten Falle, ]««[<%, ge- 
langt man zu der Reihe {u^ a -\- bx) ; 

(6 positiv, a negativ, ■— — o, , |«| < «,). 
Ist anderereeit« b negativ, so bat man in (15) rechts 
im ersten Gliede b durch — &i , u — a durch a — u zu 

ersetzen, im zweiten Gliede den Faktor — ^Ib durch 7- Ib. . 
Ol 

Das Int^ral /- — — — du kommt bei positivem a, 

|u| <a auf die Entwickelung (Vci) zurück, bei negativem 
a-' — a^, und folglich auch negativem ' u >= — Uj auf 
| '(«i-« l)j^^ nnd damit auf (Vc,). 

Der besondere Fall, daß o oder b in Jf..^ (13) vei^ 
schwindet, war bereits in (8) und (5) erledigt. 

Ein anderes Analogon zu (1), (4), (6) wird gegeben 
durch die beiden algebraisch-trigonometrischen Typen; 
(16) Sn=J3f8mxdx, Cn^jcif'cosxdx. 



8 34. Integrale der Gruppe (V). 367 

Durch partielle IntegratioD gewinnt man Bof<»t die 
Bekoreioasf ormeln : 

(VI) Sr, = — 3fC + nCn-u C, =- a^-S — »iS,-!, 

wo c, s znr Abkürzung für oobx, sin:r stebän, nud hieraus 
die weiteren: 

^ ' \ C.= «"s + Ma;"-ic-n{M-l)C„-s. 
Von jetzt ab sei n ganzzahlig. ' 

1. Fall, n positiv, ganz. 

Wendet man die Formeln (VI') wiederholt an, so ge- 
langt man echlleßlich, je nachdem n gerade oder ungerade 
ist, zu den Restint^ralen S(, = — c, C|) = s, S,, (\, wo 
8i<ji Si, Ci aus (VI) bestimmen: 

(17) Si = — cx + s, C,_^x8 + c. 

So entstehen, wenn man zur Abkürzung schreibt: 
n'i) = » , w(s) = H (« — 1) , «W = n(n-l){n~2) usw., 
die Darstellungen : 

S^ = — x'c + [wWa^-i« + n^^xr-^c] 

~ [«t»)a?-3s + nWar-*c] + []-[]4- - - 

+ (-1) » [«("-i)a:is + nWa-'c], 
(Via) Cn—i^s + ni^iif-^c] -[»'■'^af-'s + f^af-'c] 
+ [nWrc"-*s + B(s>«"-»c] — [] + [] — H---. 
+ (- l)"^[M('-»Ja:«s + n("-')a:c] 

+ (-l)"»rt(")a^s, 
wo n zunächst gerade angenonunen ist, >7ährend sich die 
für ein ungerades n geltenden Darstellungen von (Via) nur 
dadurch unterscheiden, daß sie bei £^ abschließen mit 

+ (-l)~[M<"-»)a:»s + w<"-«a;c] + (-l)~MWic'»s, bei C« 

mit + (— 1) *" [«("-»)a;is + n^-ix^c] . 
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368 § S4. IntcgTsle cl«r Omppe (V). 

2. Fall. » negativ, ganz, = — y. 

Die BekuTBioDsformeln (VI), (VI') nelimei) jetEt die 
Gestalt an: 
(VI,) S..--i-i;-»C_,,„,, C_.-a;-« + yS-(,,.i), 

IS-,-- 1-'» - v»-<"ils - H' + I)S-(.+.|, 
* " \ 0_,- »-s-v»-('+>)o->.(r + l)C_,,+„. 

Je nachdem v uDgerede oder gerade ist, kommt man 
Bcliließlich zu den Bestintegralen 5-i, Ci, oder S^a, C^i, 
wo, geniüß (VI,): 
(18) S-i-»-'s-C_,, 0-,--i-'<!-S_,. 

Dann fließen aus (VI,) die Darstellungen (r gerade): 

(- !)'■ (r - 1)1 S_, - - i-'s - [1 Ii-'c + 2!a:->s] 
+ pU-'c + 4la:-«s] -[] + []- + ... 

r-i 

+ (-1) ' [(v-3)I«-(-')c + (r-2)I«-(-"»] + 0_„ 

^"■^ (-l)^(»-l)lC-,-[s"'e + ll«-'s] 

-[2!:t-V + 3!:»-<») + ()-[) + -... 

+ (-1)^[(» - 4)!»-<'-'>e+ (» - 3)!i-('-')s) 

+ (- 1)"T(, _ 2)la:-(— )c + S_, ; 
und andererseits (r ungeisde): 

(— l)~''(r - 1)IS_. - - [«-'c + lY.X-'s] 

+ [2!«-»c+3!»-«s]-[l + (]- + ... 

+ (- l)T"[(v - 3)I«-(-">c + (» -2)!»-(-')s] + 0_„ 

(-1) ■ {y-l)\C., — x-^s — [V.X"'e + i\x-'>] 
+ [3>a;-'c+4!«-'s]-[] + [)- + ... 

+ (-l)T"[(y-4)!«-(-»c 

+ (y-3)l«-<-»s] + (-l)^a:-(-«c-C.,. 
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Die hier noch auftretenden Restintegrale 8-1=1 - — dx , 

/oo8;r , , J X 
dx sind nur durch Reihenentwickelung aus- 
zuwerten (s. § 38). Setzt man für sin:c, coa^c die in Diffr. 
§ 20, (la), (IIa), 8. 264, 267, anstellten Reihen ein, so 
ergibt die gliedweise Integration: 



S. 



(VIc) . 



_ feinx, _ x^ x^ *' _i_ 

^ -j ^""^ ^ ^ ~ 3^3! + 5^5! ~ 7:7! + " 

fcoax . x^ X* x" , 



Durch partielle Integration werden auch die Integrale von 
der Form je"a\amxdx, j^^cohnxdx, f^'^BiamxöJinxdx, 
jtf'Binmx coanx dx f j&"coBmxcosnxdx, sowie die Inte- 
grale der zjklometri sehen Funktionen erledigt. 



(19) 



( ajff'sinmxdx = e^'sinma: — mf^'coamxdx, 



af(f"oosmxdx = ^'cosmx + m f &" siamx dx , 

und damit einzeln : 

~j~~, \ (o* + m^fe"^ sinnig dx = e^^{a ainmx — m coem^r) , 
I (o* + m^j^'aa&mx dx = e"{aco9»ta: + m sinma;) . 

Mit RückBicht auf die trigonometrisobeQ Relationen: 

(2 5inm^eosn:c = sin(«» + n)x ■\- aiu(m — »)a:, 
2co8OTa!eo8«a; = cos(m -\-n)x + coB(m — n)x, 
— 2 8inOTa;8in«a; = eo8(m -\-n)x — cos{m — n)x 

kommen dann die Integrale /e'^sinma: coanarda; , 
/e"'co8)Ba;co8»a;da;, |e"'8ini»a;8inMa;da; ohne weiteres 
auf einen der beiden Tj-pen (VII) zurück. 

W. Fr. Ue;er, Integr&IrechDung. 24 
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Endlich ist direkt ersichtüeli, daß: 



fjaroBinz dx = /a/arcsina; dx -^ xaicsinx — i- 
J J Jy 

axct^xdx = hfavct^xdx = aiarcfga; —f— 



,- — ^v dx, 

ii-x^ 



(YYn\ \ /^"^^i"^«^* = aiarosina; + yi — x* , 

\ jaici^xdx =a;arctg3: ~\l{\jf.x^), 
und ganz entaprechend: 
/yjjj^ f /arccosaida; =irarcco8a; -^-(i'^^^ 

\ /Brccotga;da: = a;arccotga; + \l{\-\-x^. 
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Kapitel IL 

Sätze über Integrale. 

§ 35. Elliptische Integr&le nod FnDktioDen. 
Verscliiedene Aufgaben (S. 100, 132, 249) führten auf 
laterale von algebraischen Funktionen, die als einzige Irra- 
tionalität die Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion /(:c) 
vierten Gradea enthielten. Die einfachsten Integrale dieser 
Art sind, wenn A,B,..E reelle Koeffizienten bedeuten: 

(1) J(r)^(^'' ( , ^^ -- 

wo die ganze Funkttoa f{x), nach Maßgabe des Gauäschen 
Satzes (§ 31), bereits in lauter ungleiche*) Linearfaktoren 
zerlegt gedacht sei: 

(2) fix) = Ä(x - xM^ - «,) {X - A) (a: - Ä) . 

Nach dem Muster des § 28, wo ein Integral von der Form 

/dx 
vennöge einer linearen Substitution von a: auf 
]lax*->r2bx+c r ^^ /• ^^ 
eine der beiden Normalformen /- — - , /-,_ ■— gebracht 

werden konnte, wird man auch das Integral (1) auf geeignete 
Normaltypen reduzieren. Entsprechend den drei Hauptfällen, 
daß entweder alle vier Wurzeln von f{x) reell sind, oder 
nur zwei, oder endlich gar keine, wird man, unter «^ *•) eine 



*) Sobald irgend zwei der Linearfaktoren gleicb werden, 
reduziert sieh das Integral (1) auf eines der in § 23 erledigten, 

") Für « = wird (I&) und (Ib) zu fii"=i = "««"»' (S 25, 



372 § 35. EUipÜBohe Integrale und FunktioDUi. 

positive QrSSe verstandet], folgende drei NormaltypeD in An- 
satz bringen: 
.T \ f dB 






dz 

rtl-i'KT+Äi)' 

dt_ 

/(T+e'HT-i- »■»■)■ 



£a entsteht dann die Aufgabe, jeweils vermöge einer geeig- 
neten reellen Substitution; 

<') « = 1^ 

das Integral J (1), bis auf einen reellen konstanten Faktor, 
in eines der drei NormaUntegrale (I) zu transformieren. 

Hilfssatz. „Eine lineare Substitution (3) läßt 
die Form des Integrales J (\) ungeändert:" 
In der Tat, da: 

dx _ ad -- bc 
^' di ^ (es + d)ä ' 

und f{x), abgegeben von einem Nenner {ce + d)*, wiederum 
in eine ganze Funktion fi(3) vom 4. Grade Qbergeht, so 
transfonniert sich J{x) (1) vermöge (3) in: 

(5) Ji(z) = {ad-hc) 



lim 



Nonmebr soll die Beduktion von J (1) auf eine der 
drei Normalformen (I) der Beike nack durcbgefnkrt werden. 

(ULa), S. 281), (lo) zu f j^'-- = ' (« +11+7'), (§28, (]IIb),&297); 
für X = 1 wird (la) zu /"j^^ = "^'l"~7' '^ 27, (Hb), S. 285), 
endlich (lo)zu /y^=iirctg^, (§25, (Ha), 8.281). 
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§ 35. EHipÜBohe Integrale und Fnoktionen. 373 

Fall la. f(x) hat zwei reelle "Wnrzelpaare «i, «j; ßitßi- 

Da die Wurzeln von (1 - z^{l - x^z^) die Werte ± 1, 

j; — haben, wird man vermöge (3) etwa «i in 1 , «, in — 1, 

^1 in — , ;Jj in überführen. Sollen zunSclist den Werten 

a; = «j, «j die Werte « = + 1, — 1 entsprechen, bo ist die 
Substitution (3) jedenfalls von der Gestalt: 



korrespondieren sollen, so haben die unbekannten Größen /i, x 
den beiden Bedingungen zu genügen: 



(7b) 



- «1 .. 1 + « 



Hieraus eatstebt dnrcli Division resp. Multiplikatioti: 

-.) = ; = 






Verm^e (8) erhält man: 

(.0) . = i^. 

*) Die linke Seite X von (S) heißt das DoppelTerh&ltnia der 
vier werte et,, a:,, /¥„ /¥,. Die Belation (8) drflctt den bekannten 
Satz aus (s. diese SammlimR, Bd. VII, § 3, Nr. 41), daß dies Doppel- 
verhUtnia vermöge (3) oder (6) in das der vier zugeordneten 

Werte+l, —\,-\ , übergeht. Da a,, a,,j!„ jf, als un- 
gleich TorauBf^esetzt Bind, kann l weder ^= 0, noch ^ 1 , noch ^ oo 
werden, mithin sind gemäfi (10) auch die Grenzwerte x = 0,1 
ausgeschlossen, x selbst darf stets positiv genommen werden, 
da man andernfalls nur ß^ mit ß, zu vertauschen hätte. 
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374 § 3£>. EUiptiaohe Inh^nle und FanktioDen. 

SoU X reell, also X positiT augfallen, mSssea die linken Seiten 
von (7a), (?b) gleichnamig sein, was sich, and zwar noch auf 
mannigfaltige Art, durch geeignete Anordnung der mit a,, 
Oj, ßi, ßi bezeichneten Wurzeln von f{x) erreichen läßt. 
Das noch willkürliche Vorzeichen der Qoadratwnrzel werde 
positiv gewählt, dann wird < x < 1. Bei diesen Fest- 
setzungen wird auch fi (9) reell, und eriiält das Vorzeichen 
der linken Seiten von (7a), (7b). 

Durch Auflösung nach x nimmt die Sabstttotion (6) die 
Gestalt an: 

as + b z{x, —/*«,) + («[ + fiXt) _ Z 



(11) 



' 02 + <J 2(1 ->/ +{l+li)'" N' 



(12) od— tc-2,i(«, -«,). 

Indem man mittels (11) der Reibe nach ;C~«|, x—«t> 
a: — /Jj , j; — /I, bildet, erl^t man, mit Rücksiebt auf (7 a), (7 b): 

(13) Jf'(«-«,)(»-«,)_,,(«,-»,)>(2-l)(2+l), 

J\'>(i-A)(i-A) 

(14) __^i^^^_„_)^^_.^„„j_l,(„^_,_l)_ 

and damit, gemäß (2): 
(15) 



4j1 ,,•(«, 


-«,)'(A 


-«,)(A- 


- «.)(1 ■ 


-«•)(1 -»•.>) 


i-^hH", 


-»,)'(«! 


1 — X* 

~Ä)(». 


-A)(i 


-»■)(! -x'2') 



(1 + «)> 

Mit Rüclisicht auf (5), (12) gilt daher das Ergebnis; 
la. „Vermöge der reellen Substitution (11) 
geht das Integral J{x) (1) über in: 
(la) /,(2) 



_ r äi_ , 

Ä)Jt'(r^»')(i -»'«•)■ 



)'-^(»,-A)(«,- 

Hier ist noch dafür Sorge zu tragen, da£ auch das 
neue Integral eine einheitliche reelle Form annimmt. Seien 
Xy, x^, x^, x^ die der steigenden Größe nach geordneten 
"Wurzeln von f{x). Bei negativem A muß dann die Inte- 
grationsvariable X in J(x) (1) dem Intervall (x^ , x^) resp. 
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(;Xg, x^ angehören, falls J(x) reell existieren soll. Schreibt 
man alBdanii (Xi,aj, ßi,ßj resp. ft,Ä, ai,«2 ^^' ^u^i 
Xg, x^, 80 werden die linken Seiten von (7a), (7b) {und da- 
mit fi) positiv, und desgleichen {a.^ ~ ß^) («j — ßj) . Bei posi- 
tivem Jl dagegen muS :ritit7^(:t;) entweder dem Intervall (a^, 3^) 
oder aber {x^, oo, x^) angehören. Schreibt man jetzt A, 0(i, 
oiitßj, resp. /x^ißitßifCCi im Xl,XJ,X3,x^, eo fallen die 
linken Seiten von (7a), (7b) (nebst /i) entweder beide negativ 
oder aber beide positiv aus, dagegen {<Xi ~ ^j)!«» — A) 
negativ. 

In allen Fällen wird demnach der konstante Radikand 
— Ä{iXi — ßi){oii — ßi) positiv, aber aucb die ganze Funktion 
(1 — z^){l — x^z^), da dem durchweg mit («j, a^) bezeich- 
neten integrationsintervall von x das Integrationsintervall 
(+ 1 , — 1) von g korrespondiert, und < »* < 1 ist 

Im besonderen kann auch der Koeffizient Ä in (1) gegen 
Null konvergieren, d. h. f(x) sich auf eine ganze Funktion 
dritten Grades in ^reduzieren*). Es kommt das darauf hinaus, 
daß eine der Wurzeln von f(x) unendlich moü wird. Das 
Nämliche ^It auch für den folgenden Fall Ib. 

Fall Ib. f{x) hat zwei reelle Wurzeln «, , öl^, und 
zwei konjugiert komplexe ßi, ßs =<h i: *^- 

Man ordne den Werten a^, «j, ^^, ß^ von x die Werte 

1, —1, ■;— , — v— von 2 zu, so bleibt die Form der 

tx ix 

Substitution (6) resp. (11) erhalten, während die Bedingungen 
(7a), (7b) zu ersetzen sind durch: 

(16.) h^Jh+3 



(16b) 



— «2 — i fej 
Die Multiplikation ergibt: 



»,)» + » 



so daß /i, und damit die Substitution (6) reell ausfällt. 

*) Die bezüglichen Reduktionen an den in den Fällen la., Ib. 
aufgestellten Formeln im einzelnen durchzuführen, sei dem Leser 
flberlassen. 
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Setzt man znr Äbkürzimg: 

,,f^■. ^ ^K - «i) 

80 liefert die Divirnon tod (16a), (16b) zur BestünmaDg 



Bomit: 

(20) vx» + 2 X — c = , 

- 1 + }T+" V* . 



(21) 

V 

wo das Vorzeichen der Quadratwurzel positiv gewählt werd^ 
so daß wiederom < x* < 1 . 

Mittels der Substitution (11) berechne man wieder 
X— iXi, a: — «j , X — ßi, X — ßj, so kommt: 

(22) JVV-«.)(^-«,)"/^(«i-«i)M«-l)(* + l), 
und, wenn man zur Abkürzung setzt: 

(23) P'-(».-,.«,-J,(l-rt]' + '^(l-/<)'. 
andererseits : 

(24) 2f(:c-ft)(»-A)_?/(l+>.'»'), 
somit: 

(25) N*f(x) = - Ä{ixi - «s)» P» ^ (1 - *») (1 + x' «») . 

Mit Rücksicht auf (5), (12) gilt demnach: 

Ib. „Vermöge der reellen Substitution (11) 
geht das Integral J{x) (1) über in: 

(ib) JM - Vf\riE . f ■" 

py A ] y(i -.■)(! + »•»>) 



Dj:,..J.iG00^^1C 



§ 3&. Elliptische Integrale und Funktionen. 377 

Soll das neue Integral eine reelle Gestalt besitzen, so 
wird eB genfigen, zu zeigen, daß man fi nach Belieben po- 
sitiv oder negativ wählen darf. Denn bei negativem A muß 
{x — a,)(x— (Xg) in (1) negativ sein, d. h. x dem endlichen 
Intervall («,, «,) angehören, dann aber ist gemäß (22) bei 
positivem /*!—«* positiv, and Ifir « = wird gemäß (6) 

— - = — fi, d. L negativ. Bei positivem A dagegen muß 

{x — (Xj^){x — cKj) in (1) positiv sein, d. h. a; dem Intervall 
(a,,oQ, oci) angehören, dann wird wiederum, vermöge (22), 

bei negativem /* 1 — s' positiv, und für « = 

^ ~ *! 
positiv. In beiden Fällen kommt also e in das (endliche) 
Int^rationsintervall (—1, +1) zu liegen. 

Das Vorzeichen der (reellen) Größe ft bestimmt sich 
durch eine der Gleichungen (16), etwa (16a). Bezeichnet 
man mit 91 den reeUen Bestandteil einer komplexen Größe, 
so läßt sich (17a) in die Form kleiden: 

Nim ist der reelle Teil einer komplexen Größe ;— : 

'^ t — tu 

Somit ergibt sich im vorliegenden Falle (26): 

Hier aber ist das Vorzeichen von b^ beliebig wählbar, 
da ein Wechsel des Vorzeichens von b^ nur die Vertauschung 
der Bezeichnungen ß^, ß^ zur Folge hätte. Mithin kann 
auch /i nach Belieben positiv oder negativ genommen 
werden. 



Fall la f{x) hat zwei Paare konjugiert komplexer 
Wurzeln : 

«1 , Äg = % + i «3 , ßi, ß^^b, +ibj . 
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Mao ordne vermöge der Substitution (3) den Werten 

'X't, <x,, ß,, ß. von X reap. die Werte i, — i, ^— , — t— 

von g zu. Dann tritt an die Stelle der Substitution (6) 
die folgende: 

(29) 't^^-/-^., 

und an die Stelle der Bedingungen treten (7 a), {7 b) die 
folgenden : 

/>[ — Xj 1 ~ H Pj — IXj 1 -f- X 

Die Division liefert: 
m-, (t. - a,)' + i\- «,)' _ . _ n + <• ]' 

woraus, wie im Falle (la), ein reelles x mit der Bedingung 
< x^ < 1 hervorgeht. 

Setzt man zur Abkürzung: 

f32^ I = 2(a, -M^ 

so ergibt die Multiplikation von (30): 

(33) '"'-rrf'- 

woraus, wie im Fall Ib. folgt: 

(34) ''-j-rrf' -e' + ae-'-o, 

wo das Vorzeichen von /j,, und damit der geeignete Wert 
von Q, durch (30) bestimmt ist Löst man die Substitution (29) 
nach x auf, so gelangt man mittels (34) zu der reellen 

Substitution : 



(35) 




(36) 


(0, - 1)«,) ■ 1 + e(eo, + «,) = 0,(1 + s') ■ 
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Auf Qrund vod (35) erhält maa: 

(37) N\x - «,) (X - «,) = aiil + e») (1 + e^) , 

(38) N^ ix - A) ix-ß^) = Q\l + «» a*) , 

(39) Q^ = {a,-h,^Qa^Y + ^, 
Bomit: 

(40) N^fix) ~ÄQ^ 4(1 + Q^) (1 + «') (1 + «*«*) . 

Mit Benutzung von (5) und (36) resultiert demnach: 

Ic. „Vermöge der reellen Substitution (35) 
geht das Integral J{x) (1) ober in: 

de 



(Ic) J,i,). 



..l]/l±Zf 



+ ««)(! + x»«s) 



Da ^ im vorliegenden Falle als positiv vorausgesetzt 
werden mufi, ist auch der konstante, sowie der variable 
Badikand in (Ic) positiv, und die Integrationsintervalle 
von X, wie von g sind beliebig. 



In Anknüpfung an die Rektifikation der Ellipse (S. 132) 
nennt man Integrale J{x) von der Form (1) „elliptische 
Integrale" und zwar „von der ersten Gattung", und 
die drei Nonnalt^en (I) die „elliptischen Normalinte- 
grale erster Gattung." 

Die letzteren lassen eich aber auf eine einzige trigono- 
metrische Normalform bringen. Setzt man in den drei 
Norinalint^;ralen (0 < »* < 1) : 

(I.) r ''' , (ib) /-_fL= 

J VI -»')(!-;.>.>) ' ; V(l -»■)(! +«>»■) 

dl 



(I») 



der Reihe nach: 

(41) (a) s = 911195 , (b) a = CO895 , (e) « = 
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80 erhält man unmittelbar die trigonometrisoheD Integrale: 

J yi — X* Bm^9; 
(üb) ,~' I-, ''^ i' ^, (0<J><1), 

yi + «y Vi - ■'■ "»'?■ 1 + "' 
(nc) f, ''^ , 



= l-x% {0<x'*<l), 



die umgekehrt wieder vermöge der Snbstitation (41 a) 
e = siQf) auf den algebraischen, nach Legendre benannten 
Nonnaltypus *) führen: 

(I) w = f - - ^' , < X* < 1 , 

wo daa Integrationeintervall von g auf (—1, 1) *o be- 
Bchränkeo ist. 

Somit, ist der grundlegende Legendresche Sats be- 
wiesen: 

II. ^in elliptisches Integral erster Gat- 
tung j{x) (1) läßt sich vermöge einer von drei 
reellen Substitutionen der Form: 

,42) i,),^'-±l^, (b)«„l±|£?!2, 
^ c -f- d aiD 9J c+ a 00893 

y geht (I) in die andere 

1 / ' ■>> 

Jl'Sd-WO-«'!') 
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bis auf einen konstanten reellen Faktor, auf 
die trigonometrische Normalform bringen: 

tll) Fi<p)=[ ^^.^ ^f^, 0<.^<1, 
J yi-x^smV J ^f 

wo die obere Grenze <p einen beliebigen po- 
tiven oder negativen Wert haben darf 
Die Größe x heißt der „Modul" des Int^rals, die 
Größe x'= + yi — )«* der „komplementäre" Modul. 

Nunmehr ziehen wir die allgemeinsten „elliptischen Inte- 
grale" in Betrachts Nach Analogie des § 29 versteht man 
darunter Integrale von der Form: 

(HI) jB(x,o})da:, (o^ifi^), 

fix) = Ax* + Bx^ + Cx^ -\- Dx -^ E , 
wo It eine rationale Funktion bedeutet. 

Wie in § 29, läßt sich das Integral (III), abgesehen 
von dem Integral einer ratioDalen Funktion, zurückführen 
auf die Gestalt: 

(in.) f?^. 

1 im 

unter P(x) wieder eine rationale Funktion von x verstanden. 
Mittels je einer Substitution von der Form (42) wird (Ula) 
auf eine der trigonometrischen Gestalten gebracht: 

J A<p J afp 

fR{i^<p)d<p 



.,f 



wo R wiederum eine rationale Funktion bedeutet. 

Faßt man in einer rationalen Funktion ü(s) = -^,-\, 

sowohl im Zähler G{z), wie im Nenner £[{z), einmal die 
geraden, sodann die ungeraden Potenzen von e zusammen, 
80 erhält man die Umformung (vgl, § 32, (19)): 
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,,,, „,,- <m e. (»■) + «(;,(«') 

(g.+.6,)(g,-»g,) „,.., I ,p,... 

d. h. eine rationale Funktion läßt sieh etetB als Summe einer 
»geraden", ^{^'), und einer „ungeraden", z Bj{si*) darstellen. 
Dementsprechend zerlegen sich auch die Integrale (43). 
Führt man aber in einem der Integrale: 

(45) (a) /' a"'yJ^(8''''y)'^y ^ ^j faosipIt,{coB»q>)ätp 






die Größe 

(46) M = ßin'ip 

als neue Variable ein, so reduzieren eich alle drei Inte- 
grale (45) auf den in g 28 erledigten elementaren Typus 

/ du, wo r(u) rational in u, und (p(u) eine ganze 

Punktion zweiten resp. ersten Grades in u ist 

Demnach erübrigt noch die Untersuchung solcher Lite- 
grale (43), hei denen li eine gerade rationale Funktion ist, 
nnd diese Integrale gehören ersichtlich alle dem einen 
Typus an: 

(IV) p(sin'y)rfy 

Zerl^ man nunmehr die rationale Funktion JI(8in'9:>) 
nach Anweisung der §§ 29, 30 in Partialbrüche, so zerlegt 
sich auch das Integral (IV) in ein lineares Aggregat von 
Integralen der Form: 

(V) ^^^J (« + .y)>J„ _ 

oder, für ßin^i =« x : 



er 



wo der Index (i eine ganze, positive oder n^ative Zahl 
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(inkL 0) ist nnd m jeweils eine reelle resp. komplexe Kon- 
stante. 

Wie in § 28 die Integrale / "^ "' ^-- , wird man 






snch jetzt die Intt^rale (V) resp. (V') mittels einer Re- 
korsionsformel auf eioige Integrale von niedr^ten Indizes fi 
Hirfickf Uhren. Da eine partielle Integration in diesem Falle 
nioht zum Ziele führen würde, bea^te man, daß die Äb- 
lettang des Produktes (m + x*)" x y(l — a;*) (1 — x'a;*) 
— (»t + x^xm , falls man ot durch Erweiterang stets in 
den Nenner bringt, nur Glieder von der Art: 

z*(m + x^Y-'^ x^jm + x^y*-'^ 
' 0} ' a> 

enthalten kann. Ersetzt man hier der Reihe nach in den 
Faktoren x^, x* = («*)*, x^ = (^*)' jeweils x^ durch 
(m-{- x^) — m, und entwickelt wieder nach dem binomischen 
Satze, so gelangt man, da J[{m + x^y'Xcoydx >= {f» + x^yxoi, 
durch Integration zu der Rekursion stbrmel für die Inte- 
grale J,(VT: 



(VI') (m + i'fx%i - x'f{l - x'x') 



(53) 



., = j<2(3 + 2^), 

.. =-2(1 +/*)[! -t-xä(l + 3m)], 

:^ = (1 + 2n) [1 + 2m + mx^{2 + 3m)] , 

l «^_i 2mfi{l +m){\ +mx»). 

Durch die Substitution x = svatp geht aus (VI) die 

*)Pür« = 0, d. i. J^ = |^— L=^^- wird auoh «p+g = 0, 



80 daß in (VIO das Glied mit J^+s wegfällt, wodurch die Be- 
kursionsfonnel (P) des g 32 (S. 348) entsteht. For /t = kommt 
dann— 2J,(14-3m)-f Jo(l + 3m)=a:yi— x>, so daß sich aUe J„ 
durch Jg und J-i ausdrUckea lassen. Ist im besonderen auch 
noch m^O, so kommt man auf die Bekursionsformel (H) des 
8 28 (S. 314) für f{x) = 1—3:' zurück. 
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entsprechende BeknrBioDBformel ffir die Integrale Ff, (V) 

hervor; 

(VI) (»•+ Bm'yy'smy oos^jJ^) 

in. „Auf Grund der Reknreionsformel (VI) 
resp. (VIO läßt sich jedes Integral I,.(\) 
resp.J^fV), abffesehen von einem elementaren 
BeBtandteil, ale lineares homogenes Aggre- 
gat der drei Integrale: 

ätp 



\-f— 




darstellen." 



Die drei Integrale (VJI) resp. {VII') beißen nach 
Legeodre die drei (trigonometrischen resp. algebraischen) 
„elliptischen Normalintegrale erster, zweiter, 
dritter Gattung". 

Als Normalintegral zweiter Gattung läßt sich ersicht- 
lich auch 

/sin'gjdgj [x^dx 

einfuhren. 

IV. „Damit ist jedes elliptische Integral 
entweder auf ein elementares Integral, oder 
aber, von einem solchen abgesehen, auf eine 
der drei Gattungen (VII) reap. (VII') zuräck- 
fiihrbar." 

Daß nun die neuen Integrale (VII) resp. (VII^ wirk- 
lich fiber die elementaren Funktionen hinausführen, erkennt 



.j.^Goo^^lc 
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maa schoa im Falle der creten Gattung, wenn man die 
Umkehrang des Integrals J^ reep. F^ antersuclit Setzt 
man zu dem Behuf mit Jacobi: 



(54) 



t\-x^(l->,'x') 



-k 



(55) y = amw, a: = sin amw =- o(m) , 

so wird X, als Funktion von u betrachtet, eine reelle 
Periode besitzen. Um diese zu finden, wird man fn^n, 
um welche Größe sich x zu ändern hat, damit sich am« 
um ein Vielfaches von n resp. 2ji ändert. 

Sei also n eine ganze positive Zahl, ix ein beliebig 
gewählter Wert von tp, so versuche man, das Integral 

/ —. — auf / --. — = « zurückzuführen. Führt man vi = m T »71 

jAfp jA(p 

als neue Variable ein, so daß für 71 = , y> — + n7i, f ür 
w = (K, -\-nn, tu = » wird, so geht / -^ über in / — ^ 

= I -7^ + / -7^ = / -7-^ — / -7-^ , oder, wenn man a wieder 

J Ay) J Aifi J Ajp J Aip 

T«^ o a 

variieren läßt, und demgemäß fp für a schreibt, andererseits 
für die Integrationsvariable xp den Buchstaben cp verwendet: 



(56) 

Hier ist; 



( dtp _ i d(p 

j Afp " J A(p' 
1} 



-, InteKTBlTeehnuDg. 25 
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Aber die 2» Inteerala rediteiiiand haben alle den 
nSmlichen Wert. Denn Dedeutet m mederum eine positive 

ganze Zahl, so unterwerfe man /~p- ^^ Snbstitntioii 

j; = y —, 80 kommt: 

Setzt man daher: 

/ir _ /- 



(59) 



gelt (66) vennSge (67), (68), (69) über in; 



[dl 



= 2»Ä", 



oder mit Hilfe der Bezeichnung {5b): 

(61) am(ttT2«iC) — 95 +Mjr, am(M + 4«^) = y + 2»ji . 

Da sinq? die Periode 27E besitzt, d. h. für jedes ganz- 
zahlige, positive « Bin(y + 2»ji) = sin^j ist, so besitzt 
nach (61) x = einamu die Periode iK: 
(VIH) Blaam(u + inK) =■ sinamu. 

Man nennt die Größe K (59) mit Legendre das voll- 
ständige Integral erster Ciattiing. 

Die reelle Periodizität (VIII) der Funktion sin tun u 
(55) IfiBt sich aber auch direkt einsehen. Die Funktion 

F{ifi) = /-j— ( wo das Vorzeichen von Jy stets positiv 
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genommen werde, hat für jedes positive q) einen positiven, 
mit ^ beständig wachsenden Wert. Durcti die Substitution 

X = sia^j ging F{ifi) über in J(x) 



liiy= 



X^){i —X^X*) 

Da aber der Sutratitutionsfaktor ^— = cos » = Vi — x^ 

dtp 
negativ wird, so oft tp dem zweiten oder dritten Quadranten 
angehört, so hat man in J{x) das Vorzeichen des Kadikaaden 
allemal negativ zu nehmen, eo oft :i; das Intervall (+1,0,-1) 
durchläuft, di^egen positiv beim Durchlaufen des Intervalles 
( — 1,0, -|-1). Mit anderen Worten: die ursprünglich ein- 
deutige Funktion J(^, wo x bei positivem Badikandea auf 
das Intervall (0, 1) resp. (0, — 1) beschränkt war (im letzteren 
Falle geht ./"(a;) in — ^(a:) über), wird zu einer unendlich 
vieldeutigen Funktion von x erweitert oder „fortgesetzt", 
indem man x zunächst bei positivem Badikanden von ^ =- 
bis ic = 1 laufen läßt, wo J(x) den Wert K (59) annimmt, 
sodann x in umgekehrter Eichtung, bei negativem Radikan- 
den, von 1 über bis — 1 , wo dann J(rc) für a; = resp. 

— 1 die Werte 25" resp. 3^ erhält, nunmehr wieder x von 

— 1 über bis 4- 1 gehen läßt, bei positivem Radikanden, usw. 
Den so entstehenden beständig wachsenden positiven Werten 
von J{x) stehen die entsprechenden negativen Werte gegen- 
über, zu denen man gelangt, indem man den beschriebenen 
Weg von X in entgegengesetzter Richtung (0, — 1,0, + 1, 
0, — 1 usw.) verfolgt. Dann ist unmittelbar ersichtlich, daß, 
wenn x = x^ iigend ein Wert zwischen — 1 und + 1 ist, 
und dieser nach einem vollen Hin- und Herlauf von neuem 
erreicht wird, der Wert von J{3^ um das Vierfache von K zu- 
resp. abgenommen hat. Das ist aber der Inhalt von (VIH). 

Nunmehr frage man nach einer etwa^n zweiten 
Periode der Funktion sinamu. 

Gemäß (41) und (Hc) ging / , ver- 

möge 2 = tg9^ über in 1-==^==. = /-j- 

7 yi — >c^siD.^<p j ^ 

Dj:...j.i Google 



dtp 



388 8 36. EUipti»^ Inicenle und Funktionen. 



de 



x'* = 1 — X*, und / - - veimöge < = sin^ 



°I^)' 



über in / ~ ,"^ \ > wo jetzt genauer ^^'(x) reap. Aip{>^ für 



.r dx 



Setzt man also: 



yi — H^8m^<p reap. yi — x'^sia'y Btebt 

ÄndeterseitB fährt die imagbäre SubatttotioQ B'=ix 

das Int^rral / ■■ ■ direkt übet in 

^ j y{i + «*){! + «'«') 

also: 



BO folgt auB der Beziehung Bin9:> = itgV' *^^ andere: u = iv, 

d. h. es ist: 

(IX) BiBamiv{>/)'^itgamv(}<r). 

Führt man demnach die zu £^(59) analoge GrÖfie ein; 

(590 f-^ = /" "^^ = ff' 

7 '^9'('0 / y(l-a:»)(l"x'*a;«) ' 

so tritt an die Stelle von (61): 

(61') am(« + 2nK^ ^yi + nn, 

und damit wird, da tg die Periode n besitzt: 

(63) tgam(»?±2n£:') = tgamr. 
Aus (IX) geht demnach hervor, daß: 

(64) 8inam(i« + 2niK')^ ttgamv =« sinamiv, 
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oder, bei WiederelnffiliTiing des alten ÄrgumeDts u: 
(Vm') siaam(u + 2niK') = BÜiamu: 

V. „Die Funktion a; = 8iBaiiitt = (j{w), di< 



kehrung des Integrals i 



Ji^ 



x^)i,l-x^x^) 



besitat, gemää (VIII), die reelle Periode 
4£^(59) und, gemäß (VlII')] die rein imaginäre 
Periode 2iK' {my. 
Man nennt daher a: = ainamw = o(w) eine doppelt- 
periodische Funktion; neben dieser zieht man noch zwei 
analoge Funktionen in Betracht: 

(ÖÖT yi — a:* = cos am« = )"(«)> yi — x'^x^ = ^amu ^ <S(")i 
und führt alle übrigen auf diese drei ein&ichst«n zorück. 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel fl — x^ für ^(m) 
folgt dabei derselben R^el, wie oben das Vorzeichen des 

/dx 
, ist also 
^(l~x^){l-x^x^ 

in Jedem Intervalle von u von der Form [{in -\-l)K, 
(4» + 3)Ä] negativ zunehmen, in den übrigen Interv^en 
positiv. Dagegen genügt es, das Vorzeichen der Quadrat- 
wurzel yi — H*x^ für i(tt) ein für allemal positiv festzusetzen. 

Aus den Definitionen der drei Funktionen o(u), y(u), 
d(u) folgen unmittelbar die Ausdrücke für deren Ableitungen: 
{eb)</(u) = y(u)&(u), /(u) ö{u)d{u), ^(«)=-«>n(»)y(«). 

Die Funktionen ij(m), yM, d(u) lassen sich, wie die 
trigonometrischen in unendliche B^en i^id Produkte ent- 
wickeln, worauf hier nicht weiter emgegangen werden soll 

§ 36. Das Additlonatlieorem der eUlptischen, trigoBO- 

metrlschen, hTperbolisehen Funktionell und der 

Exponentlal-Fnnktlon. 

Um für die im vorigen Paragraphen unter (55), (öö*) 
eingeführten elliptischen Funktionen 8inamu = 0(u), cosamu 
= y{u), Jamu = d{u) ein Additionstheorem aufzustellen, 
gehen wir vorerst einen Schritt zurück. 
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Das in § 2 entwickelte Verfahren zur Herleitung des 
Additionatheorema der trigonometrisclien Funktionen x — sinu 
und X = tgu auf Grund von deren Differentialeigenschaften : 

ri\ ^^ ^f^- i ^^ -i , i 

(1) „Vi-:,., resp. j„ = l + ^'. 



du '^ -^ ' "'"^'- du" 

läßt sich ohne Mühe so modifizieren, daß dabei lediglich 
von der EigeuHchaft (1) als Definition Gebruieh gemacht 
wird, Bo daß also die Funktionen x = sinu, x <= tgu ein- 
gefahrt werden vermöge der Integrale: 

(2) \-r^- — «*). irr-, — ;■=«. 

indem die obere Grenze x als Funktion des Integralwertes « 
gedacht wird. 

Wir wenden uns indessen gleich zu einer fruchtbareren 
Methode. Liegt eine Kelation zwischen zwei Variabein 
X, y vor ; 

(3) n^. </)-', 

so kann man sich von der Gesamtheit der (3) genügenden 
"Werte x,y,e in doppelter Weise eine Vorstellung bilden. 

Entweder faßt man, wie üblich, x, y als unabhängige 
Variabein, e als abhängige Variable auf. Oder aber man 
betrachtet z als eine variierende {oder willkürliche) Konstante, 
während :r, ^ als Funktionen einer einzigen unabhängigen 
Variabein, etwa x, erscheinen. 

Gerade diese zweite Auffassung wird sich nunmehr, 
wie überhaupt in der Theorie der Differentialgleichungen, 
als nützlich erweisen. 

Eine der einfachsten Relationen von der Form (3) ist: 

(4) u + r ^ «j , (m; willkürliche Konstante). 



r dx 
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Setzt man: 

(ö) 3; = sin« , y = sinv , c — äaw , 

C08M = yr^ x^ , C08V = yi — y* , 

wo c , an Stelle von w , als eine neue willkürliche Eon- 
stante betrachtet werde, so nimmt das Additionstbeorem der 
Funktion Sinus die Gestalt an: 

(I) X yi — y^ + y yi — X- = c , 

wo für a; = y =— c wird. 

Für u als unabhängige Variable wird yi — x^ = — ^=3f, 
fl -~^ = ^, oder wegen (4) Vl-y* = - ^ = - ^ , so 
daß sich (I) auch in der Form schreiben läßt: 
(I') x^ — yaf = c . 

Andererseits setze man, vom Integraletandpunkt aus: 



/dx r dy C de 

die Stelle von (4): 



(6) 

so tritt an die Stelle von (4) 

(II) 



wo wiederum y fftr a; = den Wert c annimmt. 

Danach repräsentiert sowohl (I), wie (II) die allgemeine 
Lösung, mit derselben willkürlichen Konstanten c, der 
aus (4) durch Differentiation hervorgehenden Differential- 
gleichung : 

Um daher rückwärts das Additionstheorem (I) der 
Funktion sinw auf Grund der Integraldefinition (6) abzu- 
leiten, gehe man von der Integralgleichung (U) aus, und 
suche für die differenzierte Gleichung (III) eine zweite all- 
gemeine Lösung in algebraischer Form. 
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ladem mau u als unabhängige Variable ansieht, läßt 
sich {HI) ersetzen durch das System der beiden Differential- 
gleichungen : 

Wie in § 2 gehe man zu den zweiten Ableitungen 
ober: 

(8) — = a/' = ; - = — x, 

du* il-x^ 

Aus (8) folgt sofort die Differentialgleichnng zweiter 
Ordnung; 

(9) xi/' ~ yaf' = {xif - xfij)' = , 
deren einmalige Int^;ration liefert: 

(10) xif~ij^=c, 

oder nach Substitution der Werte (7) die Crleichnng (I). 

Da für ic = y = c wird, stimmt die willkürliche Kon- 
stante c mit der in (II) auftretenden nberein. 

Definiert man nunmehr gemäß (ti): 

(11) [^^ "°" ' ^ ^ ^*°'' ' '^ "" ^'°*" "*" *"* ' 

1 yi — iC^ = cos« , y 1 — y* = C08V , 

so nimmt das Additionatheorem der Funktion sinu die 
übliche Porm an : 

(I") 6in(u + '') = BinMcosw + cost«sinv , 

aus dem das der Funktion cosm leicht folgt. 

Das soeben erläuterte Verfahren zur Aufstellung von 
(I") läßt sich nach Darboux auf das elliptische Normal- 
integral erster Gattung übertragen. 

Setzt man zur Abkürzung: 



(12) oy{x) = Hl-x^){i- H^x^) , 
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§ 8€. Du AddüdonsUieorein der eUiptiaohen Fiukti<»ien. 393 
und führt die Größen u,v, u> gemäß § 35 {54) «in durch: 

(131 /*-^^-« f-^-v /^-M, 
^^^ Ja>{x) "' J<oiff) "' ja>(c) "'' 

80 dient wiedernm als Aasgang die Belatioa: 

(14) M + r = w , 

wo w, reap. c als willkürliche Eonstaate fungiert. 

Durch Differentiation nach d«r unabh&igigen Yariar- 

beln M geht aus (14) das System hervor (*' = t- i y'= j^l = 

(16) af-a>(x), y_-„(j,), 
und ans (15) durch nochmalige DifTcrentiation 

I »"--J((l + x") + 2«'!('. 
Aue (16) folgt sofort, als Ajialogon von (9): 

(17) jy-Ij"- 2x'iiy{x'-ii'} _ (yil-xiß. 

Für tfaf — xif = — -— - — ~ erhült man gleicb&lle einen 
ySi -f- Xy 

rationalen Aosdruok mit HiUe der quadrierten Gleichungen (15) : 

Die Division von (17) durch (18) führt zu der Diff&- 
rentialgleiGhuDg zweiter Ordnung: 





J«--, 


x^ 


1- 


-x^x'' 


■'t ' 


deren 


einmalige Integration 


unmitteliwir 


ergibt: 




Vsif- 


-^f)- 


![c(l 


— x^x 


"J'l , 


(20) 




y^~ 




-c. 
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394 § 36. Das Additionatheoram der «lliptuolieii Funktionen, 
d. L mit EiDsetzong der Werte af, %f ans (15): 

(IV) 

Die willkürliche Konatante e stimmt wiederum mit der 
in (14) auftretenden überein, da beidemal y für o; = den 
Wert c erhält. 

Hierbei ist zu beachten, daß Formel (IV), wie die Her- 
leituQg zeigt, im übrigen nnverändert *) bleibt, wenn das 
Radikal q> (12) ersetzt wird durch: 



(12-) a,(i) _ y(l + I")(l + «■»:') . 

Man führe nunmehr, wie in § 35, (55), (55'), gei 
(13), die Funktionen ein: 

(21) X = sin amu = «(w) , yi — a* — cos nmu = }■(«) , 



Vl~x*a;* = A am« -= «(«) , 

wo für das Vorzeichen der Wurzel bei )'(u) genau dieselbe 
R^el gilt, wie die auf S. 387 angegebene, während das Vor- 
zeichen der Wurzel bei ä(u) stets positiv genommen werden 
soll, und entsprechend o(v), y{v), ^(v), so wird c gemäß (14) 
gleich o(tt+ r): 

I. „Damit geht (IV) über in das Addi- 

tionatheorem der elliptischen Punktion 

sin amu =• o(u) : 

_ g(«).r(y)-.J(«) + g(»')-y(«)-3(«) « 
^ '"^ "^ ' l-X^O»-«ä(l-) 

BUdet man mit Hilfe von (V) 1 — o*(w + w) = >-«{« + v), 
1 — x'(j*(« + f) = 5^(m + ii), drückt alles durch ö(«) resp. 
<j(v) aus, und zieht in geeigneter Weise wieder zusammen. 



*) Allgemeiner erhält man auf demselben Wege, fflr 
<o{o;) = l'4 + Ba;»H-Cx* an Stelle von (IV) die Relation 

A — Cw'y* ' 

und damit das Additiouetheorem der Umkehrung des Integrals j , y 
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§ 36. Das Additionetheoiem der FunWoneD smw, ooau. 39& 

Bo ereebeD sich volle Quadrate und damit die Additionatheoreme 
der elliptiaclieD Funktionen ^(u) = cosamu. Hu) = d amu;*) 

{, , , _ yj") • rW — "(") ■ "W ■ H") ■ H«) 
" ^ ' !-;,><,>(»).<,» 

.,„ , ,,, _ H") -Hv)- t'ii«) ■ »H ■?(»)• rW 

Das Vorzeichen der rechten Seiten beBtinunt eich durch 
die Bedingung, daß für v = y{u) reep. 6{u) hervorgehen mnß. 



^/r^ 



Die Speziidiälle x — 0, resp. 1 führen auf elemeDtare 
Funktionen zurück. 

Für X ^ Q w ird nach (12), (13) m{x) = ^l — x^, 
a; = 8intt, fl — a;« = C0B«, ^1 — x«a;»=. 1, und (V), (V) 
gehen unmittelbar über in die Ädditionstheoreme der trigono- 
metrischen Funktionen sinu, cobu.**) 

Für x=l wird w(x)^l — x^, und nach (13), sowie 
§ 27, (IIb), 8. 285: 

oder durch Umkehrnng: 

(23) x_T(»)-J^~j. 

*) Das Vorzeichen der drei Fuoktionen o(m), j'(u), 3[u) in 
den einzelnen IntervaUen (ü, K), (E, 2K), (2Z, 3Z) usw., wie ea 
durch (V), fV) geliefert wird, stimmt genau mit den früher an- 
gegebenen Regehl überein. 

") Die reelle Viertelperiode K [% 36, (59)) von ein amu wird 

jetzt / - = — (h. II., S, 39S) ; dagegen die imaginäre Periode 2iiC' 

unendlich grofi. Denn für limx=:0, konvergiert i* (8 35, (590) 

gegen /j^. also naob g27,{nb), S.285 gegen lim^i[i|=+oo. 

Umgekehrt wird bei der Exponentialfunktion die reelle Periode 
unendlich grofi. 
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396 I 36- I)» Addltionatbeorem der hyperboUMtaen Fonktionen. 

Man nenot die Fanktion T(u) den hyperboliaohen 
TaDgena (s. v., 8. 397). 

Die linke Seite von (IV) spezialisiert sidi jetzt ku: 

(24) «'(1 - »*) + y(i - ^*) ^ iP + y 

„Somit lautet das Additionstlieoram des hTperbolisdien 
Tangens T{ü): 

(VI) r,. + , = ^-^... 

Die Formel (VI) erliält man auoli dir^t ans (23) ver- 
m^ des AdditioDBtoeoremes der ExponentialfunktioD e*" 
(e. a., 8. 400): 
(VIO e»(-+r)=g»..e.,, 

und umgekehrt folgt ana (23) und (VI) wieder (VI'). 



Analog fasse man anch für cu(a;) = y(l + x«)(l + x*a:') 
(12') die beiden Spezialfälle h •= 0, 1 ine Auge. 

Für x = entsteht o>(x) = fl + x'. Nadi fl3) und 
§ 27, (Illb), 8. 286 wird bei positiv zu nehmender Quadrat- 
wurzel: 

und durch Umkehruug (§ 2, (25), S. 13): 

X + yr+~^= c" , x~ yi + a;* = €'• , 

oder, mittels der Funktionebezetohnungen x = 8(u) , yi + x* 
- C(U): 

(26) S(«) = -?^^, C(»)-5:^±^. 

Diese beiden Funktiunen S{u), C(u) heifien der hyper- 
bolische Sinns resp. Kosinus; deren Additionstheoreme 
Bind anf Grund von (TV): 

*• •' \c{u + v)= Cu . Cv + Sh-Sv. 
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§ 36. Das Additionstbeorem der hyperbolisolien Funktionen. 397 

Da S'{u) = yr+T« = C(u) , C'(u) = ^^ = S{u) , 

BO gewinnt man auf dem in Diflr, § 19 verfolgten Wege 
die für jeden Wert von u konvergenten ßeihenentwii^- 
lungen (b. u-, S. 402): 



(vno 



|^(»^ = « + i! + 5-i + -- 

ic(«)=i+i;+i;+-- 



Zwischen Siy.) nnd C{ii) besteht die Identität: 

(27) C-(») -«■{")-!• 

Liegt fdso die Mittelpunktsgleichtmg einer gleichseitigen 
Hyperbel vor: 

(28) x^-y^^\, 

80 lassen sich die Koordinaten x, y eines Hyperbelpunktes 
darstellen durch: 

(29) «=C(»), y-S(u), 

genau wie im Falle eines Kreises a;* + y* = 1 x und y 
durch x=>c(«u, y — sinu. Daher rfihrt die Bezeichnung 
von iSf(w), C(«) tds hyperbolische oder (Hyperbel-) Funk- 
tionen, als Anal<^e zu sinu, cosu als tngonometrisobe 

(oder Kreis-) Funktionen. Und wie tau = , so ist auch 

'^ ' ^ cos« 

gemäß (23), (26) der hyperbolische Tangens T(u): 

(30) r(„, = ||. 



Endlich wird für x = 1 w{x) in (12*) gleich 1 + a;' , 
also nach (13): 



D,._.j.i Google 



398 § 36. Das Additionsthoorem der Funktion tgM. 
und (IV) zu: 

(32) ^a + y') + y(i + ^') _ ^ + g 

l — x^y^ 1 — xtf' 

80 daß das Ädditioastbeorem vou tgu hervoi^ht: 

(TOD W» + -')- '^" + *'' 



tgutg« 



Zum Schlüsse m^ noch kurz angegeben werden, wie 
aioh die soeben betrachteten elementaren Funktionen Sber- 
haupt auf Grund ihrer Pefiaition als Integrale resp. deren 
Umkehmngen einführen lassen. Mau setze zunächst: 

(33) / -; « tt , a; = s(tt) , yi^^* - c{%i) , 



/■-- 

]i^- 



'~= = K,'') 



wo, wie in § 35, 8. 3S7, die Quadratwurzel unter dem Inte- 
gral, wie bei <^(u), D^ativ genommen werde, so oft x das 
IntegrationBintervall (— 1,0, +1) in negativer Richtung 
durchläuft, oder, was da^lbe ist, ao oft w ein Interv^ 
\{Afi-\-\)K, (4»+3)£] in der einen oder der anderen 
Richtung passiert. Daß S., d. i. die Yiertelperiode von 8(«) 

{§ 35, (59)), mit der in der Planimetrie eingeführten Zahl -^ 

äbereinatimmt, erkennt man sofort, wenn man mittels der 
Int^;ralformeln (§ 4, (V), resp. § 11, (I)) den Inhalt resp. 
Bogen eines Viertelkreises berechnet. 

Da s'(M) = c(tt), c'(m) = — s(m), und s(m), c(m) stetige 
Funktionen voa u sind, erhält man, wie in Difir. § 20, die 
für jeden "Wert von « konvei^nten BeibeneQtwi(^ungen : 

*) Daß das Integral / —^^^ einen bestimmten Wert besitzt, 

trotzdem für x = 1 die Integralfunktion unendlich groB wird, wird 
in § 38 genauer erCrtert. 
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g 36. Die aoAlTtieche EinfQhrung der trigon. Funktionen. 
sM-»-ö-, + 5-,-+..., 



(IX) 



cC») . 



die die Übereinstimmung von s{u), c{u) mit den in der 
Trigonometrie eingeführten Funktionen sin«, cosu dartun. 
Umgekehrt dienen die ßeihen (IX) für komplexe Werte des 
Ärgameata als Definition von s{«) = sin«, c(k) = cob« 
(b. § 33, 8. 357). Zugleich ergibt sich direkt aus (IX) von 
neuem das Ädditloostheorem beider Funktionen (Diffr. 8. 268), 
und zwar für reelle, wie für komplexe Werte von u. 
Die Funktion t(u) = tg« wird eingeführt durch: 

(34) W-^, 

Bo daB f{u) = 1-1- t*[u), mithin t{u) auch *) als Umkehruog 
des Inte^^s 



(35) 



=/t^ 



erscheint. Das Additionatheorem von t{u) fließt auch direkt 
vermöge (34) aus denen für s(u) und c(tt). 

Die ümkehrungen der trigonometrischen Funktionen 
(Diffr. § 10) aresin«, (arccos«), arctg« erscheinen jetzt 
erweitert als unendlich-vieldeutige Funktionen, insofern einem 
Werte der Funktion die Reihe der Argumentwerte u,u + 2n, 
u^in, usw., resp. u, u-^ji, « + 2jr, usw. entsprechen. 



Defiaiert man andererseits die „Exponentialf anktion" £(«) 
(für reelle und komplexe Werte von «) durch die Forderung: 
(X) £'(»)-£(»), E(P)-1, 



nebst den Torzeiohenregeln für »(w), c{u) die Punktionen »{«), 
(!(m) bestinuien. 
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400 S S6. IHe ExponentUlfdaktioa und der Logarithmiis. 

SO gelangt man sofort (Difir. 8. 269} zu der für alle Werte 
von u konvergenteo ReihenentwiokluDg: 

m «M-i ' 

aus der direkt (L c. S. 269) das Additionstiieorem von E{u) 
folgt: 

(X") E{u +v) = E(u) ■ E(v) . 

Die Umkehmng der Ekponeatialfuoktion wird sIb 
i^atürlicliflr Logaritlimas'' L{u) eingeführt, wo wiederum u 
die unabhängige Variahle bezeichne, d. i. also als Integral: 



(36) 



Cdt 
u= \ — 



Das AdditioDstheorem von L{>i) lautet auf Grund 
von (X"): 
(X"') L(xy)-L(x)^U}fl. 

Versteht man unter e die Größe: 

(37) c = £(l), 
80 ei^bt sich: 

(38) (e"r=e"> fi'* = l, 

nnd damit die Übereinstinunong von ^(u) mit der elemen- 
taren Fmiktion e» (Diffr. § 12), sowie von L{ü) mit der 
elementaren Funktion 2(») (1. c.). Endlich gelangt man zurQok 
zur Definition der Potenz a" durch die Forderung: 

(39) {a''i=a*la, a" = l, 
und zu deren Additiongtheorem : 

(40) o»*'««"«'. 

Zwischen den Funktionen «(«), c(m), £(u) findet ver- 
möge ihrer BeihenentwickluDgen (IX), (X') die „Eul er- 
sehe Identität" statt: 

(XI) E(iu) = c(M) + is(w), 
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S 36. Die Esponenti&lfiuilition und der Logarithmus. 401 
die eich audi in irgend eine der folgenden Foimen bringen 

(E(»)-e(.-«)-iä(i»), 

JE(i») + £(-<») J(i»)-J(-i«) 

(XI') i "'"' " 2 • "'"' - 2i ~ ' 

WO die letzte mit der in § 32, (7) aufgeBtellten zusammenMlt. 

Im besonderen dienen diese Identitäten d&zu, die Funk- 
tionen s{m), e(H) für reelles resp. rein imaginäres Argument 
durch die Exponentialfunktion ^(u) für rein imaginäres resp. 
reelles Argument auszudrücken, und umgekehrt. 

Aus der Identität (XI) fließt auch direkt die imaginäre 
Periode 4iK{=2in) der Exponentialfunktion: 

(Xn) E{u + 2 i 71) = E{u), E{u + i7i) E(u), 

oder auch, mit Röcksicht auf (X"): 

(SU') £(2in)^l, E(in) = —1, in-^H-l);*) 

der Lc^ritlimus 21(14) erscheint daher ala unendlich viel- 

wertige Funktion, insofern jedem Werte von u die Ai^menb- 

werte L{u), L{u) ±^'Zi7t, L{u) + 4in, usw. zugehören. 



Nunmehr gehe man zu den hyperbolischen Funktionen 
(Sinus, Kosinus) S(u), C{u) über, die für 



(41) 






bestimmt sind durch: 

(xin) X = s(u) , ii+V' = C(u) , 

wo in (41) und (XIH) die Quadratwurzel stets positiv zu 
nehmen ist. 



*) Die Frage nach der Esiatenz und dem Wert« des natür- 
lichen Logarithmus von — 1 (und Oberhaupt der Logarithmen 
negativer Zahlen) blieb lange Zeit hindurch eine unentäohiedene. 
W. Fr. Meyer, lategralrechnuag. 26 
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402 i Sfi> Di« hyperbolisohen Funküotieti. 

Da 8'(u) = C(u) , C(«) = S{u) , eriiält man, wie in 
Diffr. §§19, 20, die för jeden (reellen and komplexen) Wert 
von u konveigenten Keihenentwicklungen : 



(YII-) 



SH-«+3,+ 



C(»)-l + 2-, + j, + ..., 

nnd damit von neuem die Additionstheoreme: 

., (S(« + .)-S(«)C(.) + S(.)C(«), 

' ' \ C(« + .) - C(«) C(») + S(«) S(v) , 

sowie, durch Ver^eioh mit (X"), die Identität: 



2 

£(»)-S(«)+C(«), 
nebst deren zu (XI') analogen Gestalten. 

Die dritte der Relationen (Vü") deckt eich mit dem 
Inhalt der Int^ralformel (25). 

Bildet man endlich aus S{u), C{u) den hyperbolischen 
Tangens ^(u): 

(XIV) r(«) = §^5- 

so ei^bt sich : 

(42) r(»)-l-T'("), 

und damit T(u) als obere Grenze des Integrals: 



(43) 



f_dx_ 



andererseits aber, wegen (VII"), die Identität: 

^■^^ ' ^ ^"' E{2 M) + 1 ' 

d. i. aber der Inhalt der Litegralformel (22). 

Das Additionstheorem (VI) von 2'(u) erscheint dann 
entweder als eine Folge von (VII), oder auch von (X"). 
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f 37. Differentdstion des Integrals nach einem Faratneter. 403 

§ 37. DifTerentlfttion des Integrales nach einem Para- 
meter. 

Es komnit häufig vor, daß die lotegralfunktioD noch 
von einem Parameter x abhängt, und daß nach diesem das 
Integral difTerenziert werden soll. Das zwischen zwei be- 
stimmten Grenzen a, b genommen gedachte Integral sei: 

Es werde aDgeaommen, daß auf die Funktion g{x, a), 
als Funktion von <x betrachtet, innerhalb eines voi^legten 
Intervalles, während x ein Integrationsintervall (a, b) durch- 
läuft, der Mittelwertsatz (Diffr. § 15) anwendbar sei: 

(2) j(^,„ + J,,=j(«,„) + J«.?9^, 

■WO oi» einen Mittelwert zwischen a und x + Act bezeiohne. 
Dana wird: 

(3) u{x + Aa) ^ i g{x, a + A<x)dx 



dx , 



((« + Ja) — m{ä) 
Ja 



somit der DifTerenzenquotient - 
Integrals (]): 

(4, 1"-]%'-'^- 

Läßt mau hier Ax g^en Null konvei^eren, so ergibt 
sich der gewünschte Differentialquotient -j- : 



du [egix, X) 
d» ""J dx 



Dr-s=jy,GoOg[c 



404 i 31- DifferentiAtion des Int^rals naeh uii«m Far&nieter. 

I. „Enthält die Integralfanktioa noch einen 
Parameter, so wird unter der oben an- 
gegebenen Voraussetzung das Integral nach 
diesem Parameter differenziert, indem man 
unter dem Integrale die Integralfunktion 
nach dem Parameter differenziert." 

Es liege z. B. das vollständige elliptische Normal- 
integral erster Gattung vor (§ 35, (59)), mit dem Para- 
meter a — X- : 



(6) Ki,.') . 


y +yi-«'»iii'y 


Man hat: 
somit gemäß (I); 


d 1 1 ein'y 


(6) 


dK , i'sm'ip. 



Da die rechten Seiten von (5)> (6) Rtets positiv sind, 
so ist K eine stets positive, bei wachsendem x' stets 
wachsende Funktion von x*. Für x =0 erhält K den 

Wert -^, für ä' = 1 wird offenbar K=-{-oo, denn för 

a: = sin<p, x^^l geht K (§ 35, (59), § 36, (22)) über in; 



K{1) 



=/Ä={*'l^L.=-- 



§ 38. Entwickelang von Integralen In Beihen. 

Ein wichtiges Hilfsmittel zur theoretischen Darstellung 
und praktischen Berechnung von Integralen ist deren Ehit- 
wickelang in Beihen. 



^ 38. Entwickelung von IntegTftleo in Reihen. 405 

Es liege vor das Integral: 

(1) Jl-jg{x)dx, 

WO das IntegrationBintervall (cc,x) den Wert x=0 ent- 
halte,*) und die reelle Funktion g{x) für alle x eines Inter-' 
vallea [!x,,ß^x) gemäß Diffr. § 19 in die konvergente 
MaclaurinBche Eeihe entwickellmr sei: 

so, daß für ein genügend großes n und beliebiges p stete : 

(3) \B,,p\ = \3rgn-\-3f^-'gn^l + ...-\-^^'-^9n^p-l\<Bn{x), 

WO Bn(x) eine positive, in («, ß) gleichmäßig stetige, bei be- 
liebig wachsendem n gegen Null konvei^erende Funktion seL 
Nach § 33 ist dann die Beihe für g{x) gliedweise 
int^rierbar und man erhält, bis auf eine wÜlkürliche Kon- 
stante, die konvei^ente Eeihe: 




Besondere einfach gestaltet sich die Integration einer 
alternierenden resp. gleichnamigen Macl aurin sehen Beihe, 
für die das Leibnizsche resp. Cauchysche Kriterium er- 
füUt ist (Diffr. § 23, S. 363; § 22, S. 331). 

Die untere Grenze oi in (1) sei der Bequemlichkeit 
halber gleich Null angenommen. 



*) Andernfalls entwickele man, wenn a irgend ein Weit 

zwiaohen a und x ist, g[x) = g[{x — a) -\- a] auf Grund der Tay- 
lor sehen Beihe nach Potföizen von x — a. 
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406 S 88. Entwickehmg von Integnlen in Beihen. 

Sei erstens die Beihe (2) eine alternierende, also ent- 
weder, bei positivem x, die Beibe der gt eine alternierende, 
oder aber, bei negativem x, die Beibe der gi eine gleich- 
namige. Femer sollen die Glieder in (2), absolut genommen, 
(von einer gewissen Stelle an) sukzessive abnehmen und 
gc^n Null konvei^eren. 

Dann tritt an die Stelle von (3), (5), da (af dx = - ■ ■■■ . ; 

^ « + 1 

(30 \B^„\<\g.^\, 

Da aber die int^jrierte Beibe (4) wiederum eine 
alternierende Beibe ist , so , daß die absoluten Glieder 
sukzessive und g^n Null abnehmen, so fällt die Fehler- 
abBcbätzung(50mit der LeibnizschenBegel für alternierende 
Beihen zusammen. 

Analeres gilt, wenn die Beihe (2) eine gleichnamige, 
also etwa eine positive ist, so daB entweder, bei positivem x, 
die gi eine positive, oder aber, bei negativem x, eine alter- 
nierende Reihe bilden. Überdies sei das Cauchysche 
Kriterium erfüllt, d. h. (von einer gewiesen Stelle an) 

h±l^ il+i a; ^ c« 1) dann tritt an die Stelle 

von (3), (5): 

<3") Ä.„<^. 

Die integrierte Beihe (4) ist wiederum eine gleichnamige 
(bei positivem x eine positive, bei negativem x eine negative); 

da ab» i=±!2lt!,i=5;i_i=±l.!L±i,<fcl^<, 

_ w + 2 M + 1 gn » + 2 gn 

wird, so stimmt die direkte Anwendung der Cauchyschen 
Restivgel abermals mit der Abschätzui^ (5") überein. 

Im folgenden seien einige Beispiele behandelt, die zu- 
gleich auf früher (Diffr. § 20) gewonnene ßeihenentwickelnngen 
ein neues Licht werfen, und überdies eine wesentlich kürzere 
Herleitung derselben gestatten. ' Hierbei m^en auch einige 
Ausnahmefälle berührt werden, die eintreten, wenn entweder 
die Beihe (2) für die obere oder untere Grenze des Integral» 
versagt, oder aber das Integral selbst. 
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S 38. Entwickelnng von Int«gr«]«n in Beihen. 407 



I. arctg 



■-1' 



Da arotg(— o:) = — arctg^r, kaoo man sidi auf eia 
poEitives X beschränken. 

Statt -- — ; in eine Maclaarineche Reihe zu ent- 
1 + x' 
wickeln, empfiehlt es sich, um auch dem Grenzfalle x = l 
gerecht zu' werden, die durch algebraische Division (§ 29, J.) 
hervorgehende, für jedes x gültige Identität zugrunde zu 
l^en: 

(6) i:i5i-i-^'+^-+-+(-ir-'«'— +(-!)■ j^- 

Die Integration derselben liefert: 

(7) arctgic - Tj-j^ 

Da für x> l + :ca>l, so erlaubt der Mittelwert- 
satz (§ 5) fOr das Restinte^;ral die Abschätzung: 



(8) 



/jfl,.«</^...<^. 



Um indessen aus (7) eine konvergente Eeihen- 
entwickelung zu gewinnen, muß gemäß (8) die Beschränkung 
x^l eintreten, dann ^t: 

(I) .rolg»_y"ji?_ 
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408 S 98. Entwiokelung von Integnleo in fieihm). 

mit der Leibnizschen FehlerabschStzung (8). Für x = 1 

resultiert die Reihe für -r. 
4 

Daa Gi^ebnis stimmt völlig mit dem ia DifTr. § 20, 
S. 293, 296 auf viel umstäadlioberen Wege erhaltenen überein. 

Der Fall a: > 1 läBt eich auf den oben behandelten 

zurückführen. Denn es ist — = axctex + arocotg;); = arctex 

1 ^ 

4- arctg — , also : 

(9) arctga: = ^ — arctg— . 

Die Beihe für ai-ctg — fließt aber, sobald x>l, aus (I) 

durch Vertauachung von x mit — . 



IL ifl + a;). '' ''' 



_ r_dx_ 

-jl + z 



Man tremie die Fälle eines positiven und D^ativen x 
und verfahre im übrigen wie oben. 

IIa. X positiv. 

Die algebraische Division fuhrt zu der für jedes x 
gültigen Identität: 

und deren Integraticm zu der DarstelluDg: 
(11) 'C+^'-ZlTi 

= ».-f + f-...+ (-l)-f + (-l)-/f^^- 
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Da fflr x>0 l + a;>l, ergibt der Mittelwertsat« für 
das Ilestintegnl die Abschätzong: 



(12) 



Aaf Grimd von (11), (12) ^It die fOr x^l koa- 
vei^nte alterotereade Entmokelung : 



mit der LeibnizscheD FeblerabscbStzung (12), überein- 
stimmend mit BifR". § 20, S. 271, wo besoadetB die Her- 
leitong der Fehlerregel größere Schwierigkeiten bereitete. 

Hß. X negativ. 

Man sdireibe lieber —x statt x, so wird —l{l--x) 

/dx 
r . Damit das Integral einen endlichen Wert er- 

bllt, ist hier von vornherein < x £ e« 1) anzunehmen. 
Dann laat«n die den Entwickelungen (10), (1 1) entsprechenden : 

(10') ^-^ = 1 + a; + a;* + . .. + ar«-' + j^, 
(110 

Nadi dem Mittelwert&atz ist 
{120 



J 1 — x 2 3 "7 1 — X 

adi dem Mittelwert&atz i 

/; dx < / 3;" dx 
1-x 1-ej 



,X'^oog\c 
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Somit gilt, fibereinBtinimend mit Diffr. § 20, 8. 272, die 
Reihe, mit der Caacliyscheo F«hlerabschätzang (12^* für 
0^a;^£ < 1: 

In derselben Weise ei^bt sich förO£a;^e<l die 
Reihe fOr die Umkehnuig des hyperbolischen Tangens (§ 36, 
S. 396): 

o 

/!-»■ 1 — i"2»+l' 

wie in Diffr. § 20, S. 275. 



m. aresin j: 



^f dx 



Da arcsiii(— x) = — arcsinai, beschnüike man sich auf 
ein positives x , wo vorerst x^e <1 angenommen werde. 
Dann gilt die konvergente binomische Entwickelung 

(Diffr. § 20, S. 285) för ^..^ = (1 - x^)'^ : 
yl — a;* 

I l-3-(2.«-3) 

für die, da die ZahlenkoefBzienten positiv < 1 sind, 
und eukzeesive abnehmen, die CauchyscheFeblerabschätzung 
für den Rest Ii„^p zutriBl: 

(U) «..-<i^- 
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Somit entsteht (Diflr. § 20, S. 304) die Reihe {O^x^e <1): 



-/* 



23^2.4 6 
1-3. ..(211-3) »'-' 
"2-4...(2»-2) 2«- l" 



wo für den Best P^,/ WLedenim die Cauchysche Kegel 
Pute greift: 

(15) i:.,<Th^i<T^'£h- 

Schirierigkeit bereitet hier nur der Grenzfall x= l, 



trotsdem das Integral für x 



^ 1 , d. i. lim f-£i 



endlichen, bestimmten Wert annimmt, läßt sich auf Grund 
des Mittelwertsatzes (§ 5, I) und zwar ohne Kenntnis der 
Trigonometrie zeigen. Da yi + a;> 1 , so wird für < £ < 1 , 
eemiß der Elementarformel / , : — = — 2'^\—x : 

■ dx 



(16) 



/dx f da 



<2(l-|T^)<2. 



Das (aus lauter positiven Elementen z 
Integral (16) bleibt daher, wie nahe eich auch c an 1 be- 
finden möge, unteriialb des Wertes 2. 

Bedeutet weiter ij ii^nd einen Wert zwischen e und 1, 
so hat man : 



(17) 



r dx r dx 



<2{)/l^-]/l-,y)<2Vl- 



d. h. der Zuwachs, den das Integral (16) erfährt, wenn man 
£ durch ti ersetzt, konvei^ert zugleich mit 1 — e gegen Null. 
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Somit ist lim /- ein bestimmter endlicher Greiuwert, 






von dem man wie in § 36, S. 398 zeigt, daß er gleich -^ ist. 

Da aber andererseits auch die Beihe (III) gemäß 
Diffi-. § 22, S. 340 für a; •= 1 noch konvergiert, so geht aoa 

(ni) für X = 1 die Reihe für — hervor, mit der Cauchy- 
Bchen Bestabschätzung (15) (für x ^ 1). 

Eine analoge Behandlung erGibrt die ümkehmog des 
hyperboliBchen Sinus (§ 36, S. 396): 



im') 



y yi + a;2 



2-4 5 



+ ' '' 2.4...(2n-2)'^ +•■ 



d. L eine alternierende Reihe, die för ^x ^\ nach der 
Leibnizsohen Begel konvergiert 

/' dx 
■-- {x > 1) entwickeln, so bringe 
yi + a!» 

man vermöge der Substitution x = — das Integral auf die 

Form: 

(18) /li^„_/LiL, (Oäy<l), 

( 
< 



dividiere die binomische Entwickelung für ■■ ■■ mit y 

und integriere, so kommt: yl + y* 

/TTI'\ r ''^ ^^7 J.1 J^ 1-3 1 , 1-3-5 1 

/ yr+^» ^ 2 ■ 2a;^ 2-44:^*^2.4.663!« '"' 



d- L wiederum eine alternierende, für a; ^ 1 konvergente 
Reihe. 



D,...j.^Goo^^lc 



S 3& Entwiekelung von Int«gralen in Reihen. 413 

Nunmehr mögen noch einige in § 34 mit^teilte Reihen 
geprüft werden. Die untere Grenze des Integrals werde 
jeweils als variierende Konstante, die obere als Variable 
betrachtet, and die willkürliche Konstante des Int^rals 
unterdrückt Man erhält sofort (L c. S. 369) : 

Die Reihe ist eine alternierende Reihe, die für jedes x 
konvergiert. Analf^ er^bt sich (§ 34, S. 369): 

Man kann sieh auf positive x beschränken. 

Damit das Integral existiert, muß a; ^ c > sein, die 
Reihenentwickelung ist wiederum eine alternierende. 

Weiter gut (§ 34, S. 361): 

,IV.,/|.. = i.+ [«+^, + 3^+...+ ^, + ...]. 

Wie eben, muß a:^e>0 sein; die Reihenentwickelong 

befolgt die Cauchysche Regel : P,,, <(^+i)^rFl)! T^^* 

Endlich ist noch j-^^^da:zuerledigen(§34,8.%6). 

Der Grenzfall a =• kann aosgeschlossen werden, da er 
direkt den Wert \ (is)» liefert (§ 34, 8. 363). Man untei^ 
scheide wiederum die beiden Hauptfälle eines positiven und 
negativen a, und bei letzterem drei Unterfälle, je nachdem 
X positiv, > — a resp. £ — a , oder x negativ ist, — x<. — a. 
Für positives a, x>a hat man : 

1 ,, . Ix \a a'^ a^ 1 

(V) /i,(,-a,i«=H'-)'+[°- + 5^ + 3f^ + ...]- 
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Die Beihe konvergierl mit der Caachyscliai Begel: 



■ (»+i)"i-+' 



I — 



Bei negativem a setze man a = — % . Dann kommt 
f ür a: ^ a, : 

(VI, f^H. + ..!.. = i(ix,. _ [5 _ ^ + Jl _...] . 

Die Beihe konvet^ert nach der Leibnizscben Regel : 

P,,< ''?"' . 

Ist dag^en :c positiv ^ Oj , so erhält man mit 
Bückaicht auf l{x + a^) = lai + l\l+ —j: 

Man hat abermale die Leibnizsche Regel: P«, p<r^ — ■ 

(n + 1) Oj 

Ist endlich x negativ = — f , ä^ < «( , 80 nubslituiere 

man f als neue Variable: /'?^l±-^da;= f^^^^^df , 
dann gUt: -^ ^ -^ ^ 

mit der C au ohy sehen Abschätzung: P„, p < - 



(VI) Z'« 



§ 39. Integrale totaler Differentiale. 

Unter dem totalen Differential df einer Funktion 
t(x,y,g,...) von n Variabein war (Diffr. § 21, S. 315) der 
Ausdruck : 

(1) df= dxf, + dyf^ + dsf^+... 

zu verstehen, wo f^ die erste partielle Ableitung von f nach 
der i"" Variabein bedeutete, und die dx, dy, dg,... In- 
kremente von x, y, s,... waren, deren absolute Werte unter 
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einer beliebig klein anzunehmeiidea (positiven) Größe e 
lagen. Fällt die letztere Voraussetziuig weg, so ersetze mau 
dtü Zeichen d durch J und das Wort Differential durch 
Biffereoz. 

Indem wir uns zunfichst auf zwei Variable x, y be- 
schränken, die als Kartesisobe Koordinaten eines Punktes 
der Ebene gedeutet werden m^en, denken wir uns von 
einem festen Ausgangspunkte {x^ , t/^) bis zu einem variieren- 
den Endpunkte {x, y) eine Kurve: 

(2) x-x{t), y-y{t) 

gezogen, wo die Funktionen x{f), y{t), wie io § 1.1, vom 
Äusgangswert t^ bis zum Endwert / nebst ihren ersten Ab- 
leitungen gleichmäßig stetig sein sollen. Kommt diese gleich- 
mäßige Stetigkeit in {/q , *"ch »i^n Funktionen fi^ 
= /i[^CO'yW]- /i(0 = Ä[^(O.S'(0] zu und konvei^eren 
endlich, wie in § 5, die DifFerenzenquotienten -j-, -^ 

gleichmäßig gegen die Ableitungen ^^-riy y'=j7)8oist 

das folgende Integra), das man in den verschiedenen Formen 
schreiben kann: 

(3) (df=lrdt=l(f,jf+f,y^dt = lf,dx + t,dy, 

nach §§ i, 5 eine eindeutig bestimmte und in (^o>^ gleich- 
mäßig stetige Funktion von t, deren Wert mit f{i)—f(tij) 
'^f(x,y) — f{Xo,yo) übereinstimmt: 

{1} fdf = m - fiQ = fix, y) - A^o, yo) ■ 

Denkt man sich daher, unter Festhaltung vom Aus- 
gangspunkt (xo,i/o) und Endpunkt (x,y) andere und andere 
Kurven („Wege") (2) unter den nämlichen Voraussetzungen, 

so folgt aus (I), daß der Wert von jdf von der einzelnen 

Kurve (2) ganz unabhängig ist, und ausschließlich durch die 
beiden Werte bestimmt ist, die f(x,y) in den Punkten 

i^oiyo), (^> y) annimmt. 
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In dieBem Sione heißt jdf^ fdf daa Integral eiDes 

totalen Difterentials, und bei Auswahl einer einzelnen 
Kurve (2) eio Kurven integral. 

Ersichtlich sind diese Definitionen ohne weiteres auf 
den Fall von mehr als zwei Variabela ausdehnbar. 

Würde man dagegen in der obigen Entwicbelung /j 
und f^ durch zwei beliebige (nur im übrigen den nämlichen 
Voraussetzungen genügende) Funktionen fp{x,y), y)(x,y) 
ersetzen, so wurde zwar für die Kurve (2) das Integral : 

(4) j{<p3f -\- vyO dt = f(pdx-\-y)dy 

ebenfalls eine eindeutig bestimmte und in (1^, ^ gleichmäßig 
stetige Funktion von t sein, deren Wert aber durchaus an 
die gewählte Kurve (2) gebunden wäre. 

Es ist daher von Wichtigkeit, die Bedingungen zu 
kennen, unter denen ein vorgelegtes Differential ipdx -\- yrdi/ 
+ yd«+... auf die Form eines totalen oder „exakten" 
DifferentialB f^dx -\- f^ dy + f^dz + . . . gebracht werden 
kann, oder, was auf dasselbe hinauskommt, unter denen die 
Funktionen tp, yj, Xi ^i--- ^^ ^^ partiellen Ableitungen 
einer einzigen f angesehen werden können. Da nach Diffr. 
§ 21 für die zweiten partiellen Ableitungen von f stets die 
Identitäten fn = fn erfüllt sind, so müssen, falls für eine 
gesuchte Funktion f{x,y,z,...): 

(5) y-/;, v-/;. x-f,, <i-h,--- 

sein soll, jedenfalls die Bedienungen erfüllt sein : 
(11) I ''ä = Vi . Pa^Xi' 9'* = ö>i , . . . ; 

[va — Zi' Vi = «'s . ■ ■ ■ ; zi = ">s .■•■;■■ • 

Um zu entscheiden, ob diese Bedingungen auch hin- 
reichend sind, erledigen wir vorerst den Fall zweier Variabeln. 
Die erste der beiden Forderungen y = /^ , v* "" ^s wird nach 
§ 4 in allgemeinster Weise erfüllt durch eine Funktion von 
der Form: 

(6) f=l<pdx + Y(y), 
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wo x^ eine wiUkfirliche Konstante, und Y(j/) eine willkürliche' 
(dut stetige und difiereozierbare) Funktion von j/ bedeutet 
Die zweite Forderung /j — v" liefert: 

'<pdx + T(y). 



-Tyj" 



Setzt man von 97 die in g 38 formulierten Eigenschaften 
voraus, ao kann man unter dem Integral nach dem Para- 
meter y differenzieren; da aber nach (II) fg = V'i > ^ wird 

■^ Jfpdx zu fyiidx = y;{x, y) — y>{Xß, y) oder kürzer 

(8) y, = y,--^{x,)+T(z,), d.i: ^iy) = y,{x,) , 

wodurch sich Y bestimmt als das Integral (mit einer will- 
kürlichen unteren Grenze ^g): 

(9) T{!i)-I%{x.)d„. 

Damit ist die gesuchte Funktion f (6) ermittelt in der 

Gestalt : 

' (HI) r=-f9äx+l'y^{x,)dy, 

^ v* 

wo f für a: =- a^ , y = ffo verschwindet. Die Existenz der 
beiden Integrale in (III) ist dabei efillBchweigend voraus- 
gesetzt. Irgend eine andere Wahl der Konstanten, etwa x'^t^'o, 
hat nur zur Folge, daß f (III) sich um eine Konstaute ändert. 
Denn ersetzt man in (III) Xg,i/^ durch x'g,y'Q, wodurch f 
in F übei^hen möge, so bestimmt sich bei dem Ansätze 
F^ff c die Konstante c durch F(3^,yi) = A«o,y;) + c = 0, 
d. h. die Funktion F deckt sich mit f{x, y) — /"(ij,, yÖ) ■ 

"Wäre man analog bei der Herleitung von (LQ) von 
fi = ip ausgegangen, so würde sich die äquivalente Dar- 
stelluDg für / ergeben: 

(nia) f=jvdy+jcp(i)^)dx, 

V. Fr. Ueyei, Integriilrechniing. 27 
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nnd durch Addition von (lU) und (Illa) die in x,y eym- 
metrische Parstellnng: 

(inb) 2f = jipdx + jrpdy -\- j<f%)dx + j^p{x^)dy . 

*t V* rc v> 

Auf den eben erledigten Fall von zwei Yariabeln läßt 
sich der von mehreren BukzesBive zurückführen. Bei drei 
Yariabeln x,y,e liefert die erste der drei Forderungen (5): 

(10) f^lvdx+X(if,e), 

wo die noch willkürliche (nur stetige und differeneierbare) 
Funktion X gemäß ^^^,^ — j; aus: 



(U) 



"ez 'P^^+^' X'^ß^'P^^ + ^s 



zn bestimmen ist. Mit Bücksicht auf § 38 und die ersten 
beiden Belationen (II) : 9'a = Vi > V's = Zi » geben die Glei- 
chungen (11) über in: 
(12) X^^vixo). X, = x{x,). 

Da aber gemäß (II) auch noch die Relation Xs'^Vi 
gilt, iat die Aufgabe, Xiy, n) aus (12) zu entnehmen, gerade 
die oben für zwei Variable gelöste, und man erhält nach 
Substitution in (10) als die gesuchte Funktion f: 

(IIIO f^l9>dx+fv{Xa)dy+f'x{x^,y,)dji, 

wo wieder f(X(,, i/(„ Zq) — , und eine andere Wahl der 
willkürlichea Konstanten 3;a,y„,z^ nur die Änderung von /' 
um eine willkürliche Konstante c bewirkt und umgekehrt. 

Offenbar läßt sich dies Verfahren ohne weiteres auf 
4, 5, . . . Variable ausdehnen : 

A. „Die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen, damit ein Differential ipdx 
-\- tpdy -\- xdz + wdu + ... + .. . ein totales 
Differential df'=f^dx + f^dy+ftdz + f^du+... 
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ist, vo^,tp,x,<o,---^oii.ktiojien der x,y,g,tt,... 
sind, werden durch (ü) geliefert: 

l Vs " Z» » Vi=o>t, ...; Z4 = wj , . . . ; ... 
und die Funktion /'ist von der Gestalt*): 

(in) f-f<pdx+fy,ixo)dy+fx(.^„,9^)dg 
% >• >« 

Man nennt die Bedingungen (II) die „Integrabüitäts- 
Bedingungen" des DinerentialB ^dx + y/dy + xdi + --- 
Der Grund dieser Bezeichnung liegt in folgender Anwendung, 
wobei wir uns anf zwei Variable x, y beschränken. 

f^e Differentialgleichung 1. Ordnong kann mau sich 
in die Form gebracht denken, daß T^ ~ j~ '^^ g^ebene 

Funktion von x, y erscheint, oder, was auf dasselbe hinans- 
konimt, wenn P, Q zwei gegebene Funktionen von x, y be- 
deuten, in die Form : 
(13) Pdx-\-Qdy = <i, 

oder auch, unter t einen Parameter verstanden: 



(13a) 



Ist nun im besonderen die linke Seite von (13) ein 
totales DifferentJal df{x,y), so läßt sich die DifTerential- 
gleichung unmittelbar lösen Gii^tegrieren'^ durch: 

wenn c eine wülkfirliche Konstante bezeichnet Denn da 

dt 
Fundamentalsatz I. dee § 1 ist /* eine willkürliche Konstante, 

*) Die Formel (LH) l&6t sich -wiederum, wie bei (Ulb), auf 
eine bezflglioh aller Variabeln eymmetrisctie Form bringen. 
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Ist indessen die linke Seite von (13) noch kein totales 
Differential, bo kann man vereucben, sie durch Multiplikation 
mit einer tmbekannten Funktion fi{x, y) zu einem solchen 
zu machen, so daß: 
(15) f,{Fäx + Qdy)^df. 

Das Kiiterium hierfür ist gemäß (H): 



By dx ' 



(16) 

oder entwickelt: 

E^ine Differentialgleichung vom Charakter (16a) heißt 
eine „lineare partielle"; hat man ii^ndwie eine Ldsnog 
fi{x,y) derselben ermittelt, so hat man damit auch die all- 
gemeine Lösung von (13) in der Gestalt (14) gefunden und 
umgekehrt. Die Funktion /i heißt ein „integrierender 
Faktor" oder „Eulerscher Multiplikator" von (13). 

Denkt man sich die allgemeine Lösung (14) von (13) 
bereits gefunden*), so ist damit zugleich ein int^rierender 
Faktor von (13) bestimmt. Denn da die Differential- 
gleichungen Tdx-\-Qdy = (i und f^^dx -\- f^dy = dasselbe 
aussagen, so ist Pf^^Qf^, d, h. die beiden Quotienten 
f f 

^ und ~ stimmen überein, oder es ^t, unter /x diesen ge- 
meinsamen Wert verstanden: 
(17) fiP^n, f^Q-^f,. 

Vermöge (17) wird aber (15) identisch erfüllt: 

B. „Aus der Kenntnis der allgemeinen 
Lösung /(a;, y) =c einer Differentialgleichung 
1. Ordnung Pdx + Qdy = ergibt sich die 
Existenz eines integrierenden Faktors 

-M-" 

♦) Daß eine solcte allgemeine Lösung jU) von (13) bei ge- 
wissen Voraussetzungen Aber die Funktionen P,Q stets existiert, 
wird in der Theorie der DifFerentialgleiohungen bewiesen (s. diese 
Sammlung Bd. XIII, Kap. 1). 



.j.^Goo^^lc 



% 39. IntegTAle totaler I>itfetet)ti«le. 421 

Die ExiBtenz eiaee solchen integrierenden Faktors fi 
zieht zugleich die unbegrenzt vieler von der Gestalt /*2(Ö 
nacli siui, wo xif) ^*°^ beliebige (integrierbare) Funktion 
von / sein kaoo. Denn führt nuut die Funktion Mf)- 

(18) fo(f) = lxdt 

ein, so ist, da gemäß (17) ftF=fi, fiQ = tt, audi; 

(19) o), = xfi = /^XP> ^=xf,'- /^X«. 
und daotit; 

(20) iixPdx + fixQdy = dfo. 

Umgekehrt ist leicht zu zeigen, daß alle integrierenden 
Faktoren von (13) in der Form fixif) enthalten sind. Sind 
nämlich fi, v integrierende Faktoren von (13), also fiFdx 
+ /iQdi/, »Pdx + vQdy totale Differentiale df, dta: 

(21) fi{Pdx + Qdy)~df, r{Pdx+Qdy) = da>, 
so folgt: 

(22) do,^-df. 

Die Bedeutung dieser Identität erhellt, wenn man statt 
X, y als neue Variable x, f einführt. Wegen f{x, y) = f 
stellt sich dann y als Funktion von x und f dar, somit 
anch a}{x,y): 

(23) a>{x, y) = Q(x,f), dm^~dx + —df. 

Der Vei^leich von (23) mit (22) lehrt, daß ^ = 0, 

d. h. gemSß § 1, daß eu eine alleinige Funktion von f ist; 

das Gleiche eilt somit auch von -tt; = — (22). Bezeichnet 

df it ^ ' 
man diesen Quotienten mit j;(Of so ist in der Tat: 

(24) y = f*x(f)- 

Da endlich stets / und x(f) zugleich konstante Werte 
annehmen, so läßt sich die allgemeine Lösung (14) auch in 
der Gestalt schreiben, wo y wiederum eine willkürliche 
Konstante bedeutet: 

(26) -;-r: 
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C. „Ist [i ein integrierender Faktor einer 
Differentialgleichung Pd« + Qdy = Q, 80 
sind sämtliclie integrierende Faktoren der- 
aelben in der Form (ixif) enthalten, wo 
H{Päx -^ Qdy) '^ df, und x eine beliebige 
Funktion von /"bedeutet. Sind ^, y irgend 
zwei integrierende Faktoren derDifferential- 
gleichung, deren Quotient nicht etwa iden- 
tisch konstant ist, so stellt — = konst. die 

/* 
allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
dar. " 



§ 40. Doppel-Integrale. 
In § 4 war der Begrifi" des bestimmten Integrals 
jf\x)dx als der Grenzwert einer Summe ^f(x}Ax ab- 
geleitet worden. Um diesen Begriff sukzessive zu erweitern, 
fasse man die Summe y^f(x)Ax als eine Doppelsumme 

auf, indem man den zu jedem Ax gehdrigen Funktionswert 
y ~ f[x) in eine beliebige Anzahl m von Teilen zerlege : 

(1) */ = (»i -yo) + (Pt-yi) + («'s - yt)+---+(jf«-tf«-i) 

(2) i:»^*=2''!|!'^^^ä'' 

wo die beiden Summenzeichen aussagen, daß die Summierung 
der Jx von a bis &, die der Jy je von bis y = f{x) aus- 
zuführen ist. Geht man zum Grenzprozeß über, indem man 
sowohl die Anzahl der Ax, wie die Anzahl der zu jedem 
Ax gehörigen Ay unbegrenzt wachsen läßt, so liegt auf der 
Hand, daß beide Seiten der Gleichung (2) unter den Vor- 
aussetzungen des § 4 über f{x), zu dem nämlichen Grenz- 
wert jydx führen. Man bedient sich, um dies auszudrücken, 
der Zeichen: 
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(3) hm^jf Ax = Jt/dx == \un^ ^JxAp=jjdxd}f, 

und nennt den letzten Ausdruck ein ^oppelint^ial''^ wo 
sich die voranstehenden Grenzen a, b auf die „erste" 
Variable x, die nachfolgenden Grenzen 0, y auf die ,;zweite" 
Variable y beziehen. 

Geometrisch bedeutet die Gleichung (2), gemäß § 4, 
daß man den Inhalt J^ der auf dem AbsziBsenintervall 
(o, 6) steheoden, bis zur Kurve y = f{x) reichenden ebenen 
Fläche näherungsweise als eiae Suaime von lauter ,^ementar~ 
rechtecken" AxAy auffaßt, während dieser Inhalt Jl selbst 

gimäB (3) bei beliebiger Abnahme der Ax, Ay als bestimmter 
renzwert resultiert. 

An die Stelle der Doppelsnmme (2) trete jetst die 
allgemeinere : 



W S^^;^g{x,y)AxAy, 

wo g(x,y) eine Funktion von x,y sei, die in dem be- 
trachteten, ebenfalle kurz mit J^ bezeichneten Gebiet 

I "«'■■',; .) fiberall eindeutig, endlich und gleichmäßig 

stetig sei. 

Die „gleichmäSige Stetigkeit" von g{x, y} in J^ wird, 
analog wie in § 4, dahin definiert, daß, unter e eine beliebig 
kleine voi^geoene (positive) Größe verstanden, sämtliche 
\Ax\ und yj/[ so klein gewählt werden könneD, daß der 
absolute Wert der Differenz irgend zweier Funktiooswerte 
ii^nd eines rechteckigen Gebietes*) (x, x -\- Ax; y,y + Ay) 
kleiner ausfällt als e. 

Unter dieser Voraussetzung läßt sich, ganz wie in § 4 

bei der einfachen Summe ^f{x)Ax beweisen, daß die 



•) Gehört im bcaondem je «in Endpunkt Ton iix,Ay der 
Kurve y = f(x) selbst an, so ist das fragliche Teilgebiet zu er- 
setzen durch das von äx, dy und den bezüglichen Kurvenbogen 
begrenzte „Ra>idgebiet". Di« entsprechende Bemerkung gUt stets 
im folgenden. 
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Somme S (4) oder auch die etwas allgemeinere : 

wo g ii^nd einen Wert von g{x, p) anf dem „ßande" oder 
„im Innern" des Gebietes {x, x + Ax; y, y + Ay) beneioimet, 
g^;en einen bestimmten Grenzwert konvergiert, wenn alle 
Äx, Ay irgendwie gegen Null konvergieren. 

Es beziehe sich die Summe S (5) auf eine erste Ein- 
teilung des Gebietes J^ in Teilgebiete {AxAy), die indessen 
bereits so klein seien, daß für sie sämtlich die gleidimüßige 
Stetigkeit von g{x, y) bei einem vorgegebenen e zutreffe. 
Man gehe nunmehr über zu einer zweiten beliebig feineren 
Emteüung, indem für irgend ein Teilgebiet {AxAy) Ax und 
Ay in [A, resp. v Unteriotervalle Jf< reap. Arit zerlegt werden 
und dadurch das Gebiet {AxAy) in jwv Untergebiete {ASiAtit): 

(6) AxAy=^'^AhAr,i. 

Ein Wert vod g{x, y) am Rande oder im Innern irgend 
eines solchen rechteckigen Untei^bietes {A^^Ar}^ sei mit 
ym bezeichnet, dann ist das Glied gAxAy in der Summe S 

(5) zu ersetzen durch ^^yuASiJt}i, Die Differenz d 

beider Ausdrücke nimmt wegen (6) die Gestalt an ; 

Da nach Voraussetzung stets \ff — yn\ <e, so ist auch: 

(8) \d\<e^yASiJ*jk, i.e. <eAxAy. 

Verfährt man ebenso mit allen Teilgebieten (AxAy) 
von J*, so erieidet die Summe S (5) bei der neuen feineren 
Erteilung eine Korrektion, deren absolnter Wert unter 

e^ y^AxAy liegt, somit zugleich mit e gegen Null kon- 
vergiert : 
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I. »Die Summe 5 (5) erhält für lim/J:r = 0, 
lim Jy = einen bestimmten Grenzwert, das 
Doppetmtegral der Funktion g{x,y) zwischen 
den Grenzen a,b förx; (i,f{x) för y, oder in 
Zeichen: 

im ' m 

(I) lim 2^2!si^'y^'^^-^f ^n9i^'V)^^^y" 

Offenbar bleibt der Satz gültig, wenn man statt der 
unteren Grenze von y einen andern konstanten Wert y^ 
wählt. Ändern femer im Gebiet J^ die Funktionen f(x), 
g{x,y) ihr Vorzeichen, so zerlegt sich Asä Gebiet in Teil- 
gebiete, in denen f und g entweder gleichnamig oder un- 
gleichnamig sind; im ersteren Fall sind die entsprechenden 
Doppelint^rale stets positiv, im letzteren stets negativ zu 
nehmen. 

Da das Ergebnis des doppelten Grenzprozesses in (I) 
unabhängig davon ist, in welcher Weise Ax und dy g^en 
Null konvergieren, kann man auch zuerst für irgend ein 
festgehaltenes x mid Ax die zugehörigen Glieder Ayg{x,y) 
von y = bis y = f{x) summieren, und zur Grenze lim Jy = 

m 
übergehen, wodurch die Teilsnmme Axfg{x,y)dy entsteht, 

und sodann diese Teilsummen von x = a bis x = h zu- 
sammenfassen nnd den Grenzprozefi lim J:c = vollziehen, 

m 

d. h. die Funktion jgix,y)dy von o bis 6 integrieren, in 
Zeichen: " 

(Da) j jg{x,y)dxdy ^ jdx jg{x,y)dy . 

Aber der doppelte Int^rationsprozeß läßt sich auch in 
umgekehrter Anordnung ausführen, wobei nur auf die richtige 
Festsetzung der jeweiligen Int^ationsgrenzen zu achten ist. 

Hält man zuerst y und Ay fest, so durchläuft x das 
Intervall von gj{y) bis h, unter x^ip[y) die Umkehrung*) 
der Funktion y -= f{x) verstanden, und Ay erhält den Faktor 
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b 

(g[x,y)dx; die letztere Funktion von y ist sodann von 

Vit) 

m 4 
y = bis y = /"(&) zu integrieren, was jdyjgix, y)dx liefert. 

f{M) 

Ersetzt man hier wiederum beim ersten Verfahren die 
untere Grenze von y durch y^ , wo y^ ^ A») > achreibt a:^ 
anstatt a, t anstatt b, so ergibt sich der Satz: 

n. „Bei einem Doppelintegral ist die 
Reihenfolge der Integrationen nach der 
Kegel: 

{II) ) dxfg(x, y) dy = jdyjgix, y)dx 

umkehrbar, vox = <p{y) und y = f{x) inverse 
Funktionen sind." 
Man bedient sich auch in Übereinstimmung mit (I) der 
kürzeren Sehreibweise: 



dx. 



(H) j g{x,y)dxdy= g{x,y)dy 

Es mögen zwei besondere Fälle betrachtet werden. 
Sei erstens f{x) = x, also (p(y) =y, f{£j = t, so geht 
aus (II) die „Dirichletsche Formel" hervor: 

(IE') jdxjg(x, y)dy '-jdyjgix, y)dx. 

I6 ». Ig * 

Keduziert sich andererseits die Funktion f{x) auf eine 
Konstante, sind also die Integrationsgrenzen sowohl für x 
wie für y konstant, und etwa mit x^iXj^, resp. yo,yi be- 
zeichnet, so spezialisiert sich (II) zu : 

(11") jdxjg(x, y) dy = jdy jg{x, y) dx , 

so daß sich auch die Integrationsgrenzen einfach vertauschen. 
Von der Dirichletschen Formel (II') läßt sich eine 
bemerkeuswerte Anwendung machen, um die wiederholte 
Integration einer Funktion einer Variabein auf eine ein- 
malige zurückzuführen. 
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Seien q}{x), ^i(x), fpi{x), ..,, rp^ix), ... im Intervalle 
{xa,x) iDtegrierbar, so setze man sukzessive: 

ifi = f<pdx, ?'» = jvi d^ ' 

(Pt^fip^äx, ..., fPn-tl •= j <PHdx , ... 

Durch partielle Integration*) erfährt tp^ ^ <Pa{x) die 
Umformung : 

(10) Viix) =J3f(pydx-= xrpi —jx<pdx = xj<pdx—jx<pdx, 

oder, wenn man bebnfs Zusammenfassung der rechten Seite 
in ein einziges Integral die Integrationsvariable mit g be- 
zeichnet : 

(11) <pti^) =f'P(^)(^ — ^^ds. 

Cremäß (9) ei^bt sich hieraus für ^((x), miter t die 
Integrationsvariable verstanden, die Darstellung als Doppel- 
integral: 

(12) ^^(X)^f<p,{f)dt=jdifq>{z)(t-Z}ds. 

Oemää (Ü') geht die rechte Seite, da (p{e) von t un- 
abhiiigig ist« über in:* 

(13) y,(«)-/V(»)<J»/((-»)li*-i/?.W(s -«)'<(«. 

Fährt man so fort, so gelangt man durch Induktion zu 
der Darstellung: 

(iii) y. (») - j^ 2^)1/»' (•) (»-»)■"'''« ■ 

Durch den Beweis von « auf n + 1 ergibt sich die 
allgemeine Gültigkeit von (III). Sei (III} für irgend einen 
Index tt richtig, so kommt auf Grund von (9) : 

*j Hier wie im folgenden werden also die Vorbedingungen 
fQr die partielle Integration (§ 5) als erfOllt vorauBgesetzt. 
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(u) v.*,(^) - ,— irn / äi ?(»)(( - «)—<!», 



(iT^/"'/^' 



also mit Eücksicbt auf (U'): 



(15) 



^■^' ^"^^ '^ (^^^Af^^**^/*^'" ^*""' ''^ = i/^*'^^*"'^"'''- 



Auf Grund von (III) läßt sich die allgemeine Lösung 
der DiETerentifügleichuDg n*^ Ordnung: 

(16) yl-yW 

in einfacher Gestalt angeben. Bezeichnen ffoty(i>^'<--->si''~'' 
die Werte, die y und seine » — 1 ersten Ableitungen für 
einen willkürlichen Wert x = Xt annefamen, so erhält man 
gemäß (9) durch schrittweise Integration : 



^• 


■>-9', + »S-')(«-»^.) + !<,-», 


ü" 


-» - ?>. + ^,ß-'K'-'.)'+^r'K''-<)+^ 


y 


- V. + [jr. + "(".C» - ai) + ij(J(z - 3i)> + 




+r«-^i)!*-'(- -'l-l' 



WO für <pH sein Wert aus (III) einzusetzen ist. 

Aus der allgemeinen Lösung (17) von (16) fließt für 
den besonderen Fall, daß (p{x) als »** Ableitung einer 
Funktion f{x) gegeben ist: 

(18) y(x)-/T-)(a;), 

die Taylor sehe Entwickelung (§ 6) von f{x) 
=- f[^a + (^ — 3i))l '"it "^ß™ EestintegraL Denn die all- 
gemeine Lösung von (16) wird dann unmittelbar durch die 
Funktion f{x) selbst daj^stellt, die nebst ihren n — 1 ersten 
Ableitungen für a; = a;fl die vorgegebenen Werte y«, jj, yj,', ■-. 
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^"-i) iumimmt. Der Vergleich mit (17) lehrt daher die 
ExisteoE der Taylorschea Entwickelung : 

(19) m - /l^ + (a: - ^)] = A^) + (^ - ^)r(^) 



Das Doppelintegral (I) läßt sich geometrisch analog 

deuten, wie in § 4 daa einfache Integral jf(x)dx als Inhalt 

■7^ einer ebenen Fläche. Denkt man sich, bei Zugrunde- 
legung rechtwinkliger Koordinaten (x, y) der Ebene in 
irgend einem Punkte F»{x -\-&-iAx,y -'f&^Ay) eines „Ele- 
mentarrechtecks" [x, X + dxy y, y + Ay) den zugehörigen 
Funktionswert g^ als Höhe z^ aufgetragen, so erhält man 
einen Körper K, der einerseits durch den auf der ebenen 
Fläche Ja senkrecht stehenden Zylinder, andererseits durch 
die Fläche : 

(20) g = g{x, y) 

begrenzt wird. Auf jedem Elementarrechteck AxAy steht 
ein Elementarparalleliped (Mementareäule), dessen Volumen 
in zwei Grenzen einsi^ließbar ist, nämlich in die Volumina 
AAxAy und BAxAy zweier auf (AxAy) stehenden Par- 
allelipeda, deren Höhen A,I} die untere resp. obere Grenze 
{§ 4) der zum Gebiet {x,x+ Ax; y,y + Ay) gehörigen 
Funktionswerte g^ sind. Das Volumen V des Körpers K 
erscheint dann der Anschauung gemäß eingeschlossen zwischen 
den über das ganze Gebiet J^ erstreckten Summen der 
AAxAy, BAxAy. 



(21) 



2^^AAxAy<r<2^^BAxAy. 



Für lim Ja; = 0, iimAy = konvergieren aber ge- 
mäß (I) beide Seiten von (21) gegen denselben Grenzwert 

} jg{!e,y)dxdy: 
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IV. „Auf der ebenen FiSche J*, die durch 
das Abszisaenintervall (a, 6), die beiden zu 
a,& gehörigen Ordinalen, sowie den zwiechen 
ihnen gelegenen Bogen der Kurve y^=f\x) 
begrenzt wird, errichte man einen geraden 
Zylinder, bis er die Fläche e = g(x,y) trifft 
Das Volumen F des so gebildeten Körpers 
bestimmt eich durch; 

(IV) V=jjg{x,y)dxdy. 

Umgekehrt wird durch (IV) der Begriff des 
Volumens F des angegebenen Körpers über- 
haupt erst präzisiert." 



Von dem Doppelint^ral (I) werde noch in dem be- 
sonderen Fall, daß : 
(22) g{,x.y) = y, 

eine Anwendung auf die Mechanik gemacht. 

Sei wiederum die ebene Fläche J^ zugrunde gelegt, so 
versteht man unter dem „Schwerpunkt" der homi^n (mit 
der Masse 1 belegt) gedachten Fläche den Punkt mit den 
Koordinaten |, ij, wo: 

(23) 



Ja? =fjxdxdif, J^tj = j jydxdy. 



Nim ist gemäß (Ha): 

(24) j jydxdy =jdxjydy = ^jp{x)dx. 

Andererseits ei^b sich in § 9 für das Volumen Vi 
des durch Rotation der Fläche J* um die Abszissenachse 
erzeugten Körpers : 

(25) Yi = njf''{x)dx. 

Der Vei^leich mit (24) lehrt, daß: 

(26) Vi'^2nr)-Ji, 
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d. i die „erste Guldinache Regel": Man erhält das 
VolumeD V^, wenn man den Flächeninhalt J^ mnltipliziert 
mit der Länge des vom Schwerpunkt während ()er Rotation 
zurückgelesten Weges*). Versteht man analog anter dem 
SchwerpanKt des (homogen mit der Maeee 1 belegt ge- 
dachten) Bogens s^ (§ 11) der Knrve y = t\x), den Funkt 
mit den Koordinaten X, Y, wo : 

(230 4X=jxds, i^^Y=jyds, 

ao ergibt sich unmittelbar: 

(260 27tY. ^^^ 271 ff(x)ds. 

Da aber nach § 13 die rechte Seite von (260 Qber- 
einstimmt mit dem Inhalte Q^ der Oberfläche des oben er- 
zeugten Rotationskörpers, so ei^ibt sich wiederam Q^ durch 
Multiplikation der Bt^nlänge s^ mit der Länge des vom 
Schwerpunkt des Bogena zurQckgel^en Weges. Das ist 
der Inhalt der „zweiten Guldinschen Regel". 



Der Begriff des Doppelintegrals (I) dient femer zur 
Bestimmung des Inhaltes einer krummen Oberfläche 
(Komplanation der Oberfläche). 

Eine Fläche sei wie in § 23 dargestellt durch Glei- 
chungen von der Form : 

(27) rc = a:(«, w), !f = t/(u,v), « = ^(«, «). 
Erteilt man dem ersten resp. zweiten Parameter u, v 

einen konstanten Wert u^ resp. Vc , so erhält man je eine 
Flächenkurve : 

(28) i^'^ ^^"" "* ' ^^ ^^"" "* ' ^ ^ ^*"" "' ' 
\ x = x{u, «() , y — y(u, kJ , z = z{u, v^) ■ 

Variiert man die Konstanten Uc, Vc , so erscheint die 
Fläche mit zwei Scharen von Kurven (28) überz<^n; durch 

*) Wie in § 9, S. 107, gelten die Formeln (26), (26'), sobald 
man den Faktor it durch -^ ersetzt, aucli fOr die Teilrotation 
um einen Winkel <p. 
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irgend einen Flächenpankt F{x, y) geht je eine Kurve 
beider Scharen. 

Dorcbläuft die Konstante «, ste% ein Intervall («o, Mj), 
und deagteichen die Konstante v„ stetig ein Intervall (i^oi^i)* 
so wird dadurch ein bestimmtes Gebiet (knimmliniges Vier> 
eck) G auf der FlSehe (27) eingegrenzt, dessen Inhalt er- 
mittelt werden soll. Um diesen BegrifF zn präzisieren, be- 
trachte man innerhalb des Gebietes <? je zwei Kurven der 
Scharen (28), die den Werten Uc*=u, u-\-Au, resp. «, = », 
<) + Jw zitgehören, wo J«, Av positiv seien. Die Kurven 

lt^ = U, Vc = V; «e — tt + j«,1'e = «; Uc '= U , V, ^ V ■\- Av, 

Uc — u-\-Ati, Vc~v-\-Av m^Q sieh je in den Punkten 
P, Pi, Pg, Ps schneiden. 

Indem man die geradlinigen Strecken FF^, FP^, P^P^, 
P, Pg , Pj Pg zieht, entstehen die beiden ebenen Dreiecke 
(PPiPg), (PaPiPj), deren Inhalte mit J.J, bezeichnet 
seien. Der Inbegriff beider Dreiecke heiße ein „elementares 
Doppeldreieck" der Fläche. Man zerlege nun die Intervalle 
(^n Wi)i (Poi^i) J6 '"^ eine beliebige Anzahl von Teil- 
intervallen Au,Av und bilde die Summe aller so entstehen- 
den Doppeldreiecke ^^^'(■^ + ^s) i besitzt alsdann 

diese Summe für UmjM=0, lim^« = einen be- 
stimmten Grenzwert Q, so soll unter Q der „Inhalt" 
des von den Kurven Uc — tIq, «j ; Vc = Vt,, v^ auf der 
Fläche begrenzten Flächenstücks verstanden 
werden. 

Im folgenden diene ein Summenzeicben 2 zur Abkürzung 
bei A„6™cken ™ {'^J+ {^J+ {^J- zi^J. 



femer werde gesetzt: 



•^^/Ax Ax\ _ , vf— V 



endlich mögen unter r„,r, die Längen der Sehnen PP^, 
PPj verstanden werden, und imter (r„, r,) der Winkel 
beider. Dann hat man : 




Diitbin ei^bt sich für den Inhalt 4 des Dreiecks PFiPii 

(Sl) 2 J = r.r.8m(»-., r.) = äuJv^eg^p, 

wo das Vorzeichen der Wurzel positiv zu nehmen iBt. 

Werden, wie in § 24, die partiellen Ableitungen der 
x,y,8 nach den«,v durch ähVi,*!; "^'m^m^t iisw. an- 
gegeben, BO gelte der Mittelwertsatx (Dtffr. § 15): 

= a^ + \AvXf^ usw., 

wo sich die ir„,a:„, ... auf Mittelwerte («4-^f^«) v-\-'&^Av) 
beziehen. 

Aas (32) folgt, bei Vernachlässigung der Glieder 
zweiter Ordnung in Au, dv; 

I e =2sc\ + Au2x^^x^-y, g =23^ -^Av 2x^x^2 
(33) 



['-' 

U--! 



= ZxiXi + ^Au^x^x^i + \Av2xiX^t, 
und hieraus: 
(34) eg~p= 2Ti24 - (-Sa^a;,)* 

+ Au[Sii^£xiXii — Zx^x^Sx^Xii] 
+ Av{2x{2x^Xi^ — ZxiX^^x^Xii]. 
Unter Verwendung der Bezeichnungen des § 24: 
,„-i [ * = Ä«i-|'»^i, ^=eiXg-eiX^, X = x^yi—x.!fj; 

rechnet sich die Formel (34) um, wie folgt: 

(36) eg-p^ (EG -F^ + AuZ^i^^z^^ - 8,y,i) 

+ di'2'<P(|/i% —y^z-^^)^{EG—F^)-\-AttA-\-AvB, 
so daß (31) übergeht in: 

(ÜT) 2A = AuAviEG^^T^yi + Au—=i=^. + Av ^ 



iEG-F^ iEG~i^' 

W. Fr. Hejer, Integralrechnung. 28 
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Entwickelt man die zweite Qaadratwurzel für kleine 
Au,äv wiederam nach dem Mittelwertsatze : 



f 






wo sich die Faktoren von A,B abermals auf Mittelwerte 
der u> V bezieben und summiert über alle Dreiecke J im 
Gebiete (%,«!} Vo,»]), so kommt: 

(39) 2^i;^ = i2^i;j«j«r£^(? ~f^ 

t"r iEG~F' "^X yFG-F^ 
Es sei bereite Au<, e, Av<_r) und man verstehe 
unter Äi,By zwei positive endliche Größen derart, daß: 

(40) A,>f(dudv ^ ^'f , , S,>ffdadv—-^ 



imT- 



80 ist der absolute Betrag des Ä^regates der zweiten und 
dritten Doppelsnmme rechterhand von (39), auch unter Mit- 
berück sichtigUDg der oben unterdrückten Glieder höherer 
Ordnung in AUyAv bei beliebiger Abnahme der Au,Av sicher 
kleiner, als eA^ -\- rjBj^, konvergiert also zugleich mit Au,Av 
gegen Null. I^t man demnach in (39) die Au,Av gegen 
NuJl konvei^eren, so folgt: 

(41) lim ^2^ä = \ j)dudv\EG - FK 

Nunmehr wäre die analoge, nur noch verwickeitere 
Integration über die Inhalte der Dreiecke Jj ^ P^P^P^ zu 
vollziehen. Indessen läßt sich diese Eechnung umgehen auf 
Grund der Überlegung, daB das Gesamtergebnis ungeändert 
bleibt, wenn man jedes Dreieck Ag ersetzt durch das Drei- 
eck j^, das aus A durch Vertauschung von Au,Av mit 
— Au, — Av hervorgeht Da sich aber der Wert der rechten 
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Seite voD (41) bei dieser Vertauschung nicht ändert, so 
erribt eich für den Flächeninhalt Q= lim 5? A'M + A) '■ 

(V) Q =ff'dudvfEG^^*, 

oder auch bei Benutzung der Formel (27') des § 24, S. 273 : 



(42) 



(V) Q =jldudvi0i + »P* +X»: 

V. „Der Inhalt Q des von den Kurven 
u — U(,,u = Ui; tf— Vq,v = Vi begrenzten StDokes 
der Flfiche (27) wird durch (V) oder (V) an- 
gegeben." 
Ist im besonderen die Gleichung der fläche (27) in 
der Gestalt vorgelc^: 
(2O0 ^ = g{x,y), 

. , ,_ öjf de 

so wird für -^ = z,=p, -r- -^ t, = q: 
Ox öy > ' 

( « = «,!/ = »; 3^ = 1, a^ = 0; ffi = 0,yg = l; 

I * — yi^ —Vi^i P> iP=«ia^— jBjiCi ff, 

so daß (V) bei den Grenzen x '^ Xq, x^; y = y,,, y^^ die 
Gestalt annimmt: 

(V") ii =ffäxdyi\ + p^ + q* , 

als der Inhalt des FlSchenatüchs, das aus der FlSche (2(K) 
durch das auf dem Rechte<^e {x^, x^) y„,y^ der Ebene {x,y) 
stehende gerade Pandleliped ausgeschnitten wird.*) 

*) liiegt dagegen die Gleichung der Fläche in der impliziten 

Gestalt ^23, (1)) F(x,y,t)=0 vor, so werden für J",— -^, 

„ öii- „ öf _,. ^ ^ F. F. 

-f, = -5- . F.=^- die Werte von P,q- v^ — -J , 9 = — « , so 

oy cz Tg jj 

daß die Quadratwurael in (V") zu ersetzen ist durch ^■^F\-\-F\+F\. 
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Die Formeln (V), (V") repriisentieren die direkte Ver- 
aUgemeinerung der Fonnel fär den Bi^en einer Kurve 
(§ 11, (H) resp. (n'), S. 123). 



Der oben geführte Beweis ffir die Esistenz des Flächen- 
inhaltes £i (V) überträgt sich unmittelbar auf den Inhalt Q 
eines Flächenstückes, dae begrenzt iat von einer Kurve v = v, , 
von zwei Kurven » °= Uq , u ^^ Uj , sowie endlich von einer 
beliebigen Kurve v -> ^h) ; es wird : 

(Va) ß = lim 2^2!^^ + ^a) = Fß" dv^EG^^F^ . 

Des weiteren bleibt der Ezistenzbeweia gült^, auch 
wenn jedes Glied ä -^ ä^ multipliziert ist mit einem Mittel- 
werte <p»{fi, v) = tp{fi-\- tfj Ju, V ■\-^^Av) einer, in dem frag- 
lichen Gebiet eindeutigen nnd gleichmäßig stetigen Funktion 
^iu,v); man eriiält: 

•h m -i/f") ^ 

(Vb)Um^2/9j#(M,«)(J4-J8)=//9j(«,w)y£G-Fsd»dr. 

Diese Fonnel werde im besonderen angewandt auf den 
Fall der ebenen Oberfläche z=^0, die auf rechtwinklige 
Cartesiache Koordinaten x, y bezogen sei. Dann fällt 
J + Jg mit dem Produkt AxÄy zusammen, femer ist «P = 0, 
ff = 0, X = a:,yj — ^^Vt i mithin: 



(43) y£Ö - J-ä = y0» + !P» +X' = + (ic,y, - x^y^). 

iSeien in dem betrachteten Gebiet x(u,v), y(u,v) ein- 
deutig umkehrbare Funktionen der u, v, so nimmt (Vb), 
wenn man sich linkerhand die Variabein x, y mit den eot- 
sprechenden Grenzen z^i ^ > Vor -<^(^) eingeführt denkt, 
und die aus <p(u,v) hervorgehende Fiuiktion mit 2(^>^) ^ 
zeichnet, die Gestalt an: 

(VI)//j:(a:,»/)da;dy=//±(a:,j(,— irjy,)j:[a:(«,«),y{M,«)]dMrfp 

■•Vg "•■• 

wo das Vorzeichen rechterhand so zu wählen ist, daß stets 
die entsprechenden Integralelemente beider Seiten gleich- 
namig werden. 
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lAe Formel (VI) sagt aber nichts anderes ans, als daß 
in das Doppelint^;ral linkerhand verm^e der Beziehongen 
X = x(u, ff), y « y(u, v) die neuen Variabein u, v eingeführt 
(Bubstituiert) werden, wodurch es in das Poppelintegral 
rechterhand Qbergeht: 

VI. „Die Sabstitution neaer Integrations- 

varlabeln in ein Doppelintegral vollzieht 

eich auf Grund der Formel (VI)." 

Dieser Satz reprSsentiert wiederum die direkte Verall- 

gemeineruDg des in § 5, (II) f nr ein&che Integrale abgeleiteten. 



Als Anwendung der obigen Formeln, insbesondere von 
(IV), (V") und (VI) mögen (bei rechtwinkligen Koordinaten) 
einige Beispiele dienen, die sich auf den Schnitt von geraden 
Zylindern mit Flächen zweiten Grades bezieben. 

A. Die Kugel: 

(44) 3:» 4- y« + ir» = o« 

werde zauächst von dem gemdeo Kreiszylinder : 

(45) a;* + y« = e» , {q < a) 

geschnitteo; das Volumen V^ des Schnittkörpers und den 
Inhalt Qg der SchnittflSchen zu berechnen. 
Nach (IV) wird: 



^fdxf+'^ 



(46) Fp = 8 j dxj + yi - {x^ -f y«)dj/ . 

Führt man hier gemäß (VI) Polarkoordinaten r, tp ein, 
so daß: 

,,-, . Sx Sy du Sx 

(47) a: = rco89', y = r%iaq), -k~^ — ^^ r, 

^ dr o)p ßr c<p 

so geht (46) über in ; 




Fahrt man im Integral fdrr^a^ — r* als neue Variable 
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^a* — r* «in, bo «rgibt aich sofort als der Wert des ^te^ 
grals — ^ y(o* — »■*)=' , und damit : 

(A>) V. 

Im beBonderen wird für Q^-a das Volumen 7^ der 

471 

Vollkugel -w-o', folglich das Restvolmnen : 



Behufs &mitteltu)g der Oberfläche üg berücksichtige 
num, daß nach (44): 

( dz X Ss y 



(49) i 

I Vi 4-n* -i-n^=- - l/a:* 4- «! -I- «» =^ _ 

somit vermöge (47): 



yi+pi + ji»lya;*+j/» 



(50) 






(A,) fl^ = 4a5i[o-y^^^e*]. 

Im besonderen wird fär q = a die Oberfläche j?« der 
VoUkugel 4a*n, folglieb die Restoberfläche Q^ — Og 
= Aan'^a^ — q* . 

Die entsprechende Aufgabe werde behandelt für Vo- 
lumen V und Inhalt Q der Schnittflächen der Kugel (44) 
und der beiden Kreiszylinder: 

(51) x* + y^~±ax. 

Wegen der Symmetrie genOgt es, in (51) das positive 
Vorzeichen zu berficksichtigeD. Bei. Polarkoordinaten r, tp 
(47) geht (51) über in: 
(51*) r = 0CO891, 
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(52) r=ijd^jdr'r^a*--r* = |a»|(l - einV)^?'- 

Nach DifFr. § 14, {27), S. 170 ist jeAii«(pd<p = - j^cmip 
+ -jif cos 3q>, also kommt : 

(63) /(l-smV)<i?>~|-|> 



imd damit: 

Mithin ist das Beetvolnmen ^a^. 

Für die Oberfläche Q kommt mit Rücksicht anf (50): 

(54) ß= 8o*/(l —81091)^91, 

und folglich : 

(4.) 0-8o'(j-l). 

Der Inhalt der BestoberflSche auf der Kugel ist daher 8«-. 



B. Paraboloide {s. diese Sammlung, Bd. XXV, § 24) : 

(55) 2p(e — Bo) = y^ + m''x^ , 

wo dem oberen Vorzeichen ein hyperbolisches, dem unteren 
ein elliptischeB Faraboloid entspricht, und p,z positiv seien. 
Als schneidender Körper diene wiederum der Kreis- 
zylinder (45), wobei im Falle des negativen Vorzeichens 
in (55) Zq so groß gewählt sei, daß sich die Schnittfläche 
oberhalb (d. L auf der positiven Seite) der {x,yyEhene be- 
finde. Da jdxjdy = Q^n, so erhält man für das Volumen 

Vg des Schnittkörpers, bei Verwendmig von Polarkoordi- 
nat«n r, tp (47) : 

(56) V^ = ZiiQ^n + -^ - 1 d(p{sm^q)^ m^cos^ip) j r* dr . 
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Hier ist fr'dr^^^, ferner nach § 27, (IVi), 8. 287 
' 
f , , 2v>+Bm29' /•., - 2v>-ain2y , 
I cos' 9> a^ — — ^^ — 2 ^' / 8'Q*9"»¥' = — ^^ — 7 ^, wao: 

(57) f{Bm^ip T m^cos'^jdy 

= [{1 +»»»)29J - (1 ±m»)9in29i] — ^-t^n, 
somit: 

(B,) r,-e'»[». + £-(! + ».>)]. 

Nanmehr fasse man den Fall £;, •— ins At^. Während 
beim elliptlBcheD Paraboloid die Formel (B^) erhalten bleibt, 
ist beim hyperbolischen Paraboloid zu bedenken, daß die 
(x, y)-Ebene in den beiden Geraden y = 4- mx geschnitten 
wird, und daß für den Teilwinkel beider Geraden, innerhalb 
dessen die ;i>Acbse liegt, £ negativ ausfällt, für den Kest- 
winkel dagegen positiv. Die Aufgabe zerfällt daher in die 
beiden, die durch (4!)) erzeugten absoluten Volumina FitFt, 
des oberen reap. des unteren Körpers einzeln zu berechnen. 

Für m = tg« erhält man, gemSß (56), (57): 

e* [ (1 -wt')2y — (1 +w(')Bin2y ]' 

°2p[ 4 L' 

^ Q^ F (l — m*)2tf> — (1 + m^sin2>p V' 

2p [ 4 J. ■ 

Da 1 +«(* = —-—, 8in2« = 2B\atxcoaa , wird 

C08*Ä 

(1 4- »»')Bin2a = 2m, somit liefert (57) die Werte: 



F.-|^[{l-«»»){;i-2«) + 2m], 
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Behufs Erledigung der entsprechenden Aufgabe für 
die Oberfläche Q beschrfinken wir uns aaf den Fall *» = 1 : 

(58) 2ps = y^ + x*. 



^ "^ s-+i' 7i--p- P + hal + yjil 

= — yp* + ** + i/*! also wiederum für Polarkoordinaten 

,y (47): 



(5! 



ß = -fdtpjrdrip^ + r^ . 



Bei positiver Quadratwurzel stellt (59) stets den 

absoluten Inhalt der ganzen, vom Zylinder (45) aus dem 

• Paraboloid (58) ansgeschnitteneii Fläche dar. Führt man, 

ähnlich wie oben, ^p^ -|- r* als neue Variable ein, so wird 

jrdrfp^'+r' = i(yj>' + r'/, und damit: 

(B.) 



C. Ellipsoid nnd Hyperboloid. 

Endlich werde noch eine Kubatur des E)]^)soides aus- 
geführt, die in anderer Formulierung bereits in § 10 be- 
handelt war. 

Das Ellipsoid: 

werde von dem geraden Zylinder geschnitten, der anderer- 
seits die (x, ^)-Eoene in der, mit der zu (60) gehörigen 

Schuittellipse -^ + ^ = 1 ähnlichen und ähnlich gelegenen 

EUipse: 

(^^' ^. + i£i = l' (O^x'^1) 
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UiSt Bedeutet <p die exzentriBche ÄnomaUe (§ 7, (9), S. 78), 
BO führe maa die neuen Variabeln r,ip ein, wo: 

,»„, T . dx dy Sy 8x , 

(62) x = ar coBm, y= orsiaw, -=— ^ — ^t— — oor, 
' r ' n ^ Br o<p er a<p 

dann ergibt sich für das Volumen V^ des Schnittkörpers : 

(63) n = 8ahcfd<pfr^l-r^dr. 

ffier ist gemäß (48): /r^l — r» dr = — J (/l — r>)' , so 
daß man eihfilt: 

{q r^ = i7iabc[i-(fr^^)']. 

Für X = 1 resultiert wiedenun das Volomen F, des 
Vollellipaoides, =^nabc, mithin als Volumen des ßeat- 
kCrpe« Vi-V^^^jiahc (l/l - x"*)' . 

Ganz analog erledigt sich die entsprechende Kubatur 
des einschaligen Hyperlwloides {§ 10, (10), 8. 115): 

,64) 4+»;._^=, 

' ' a* b' e' 

beim Schnitt mit dem auf der Ellipse (61) stehenden geraden 
Zylinder. Soll dagegen eines der beiden Hyperi>oIoide (§ 10, 
(10), (11), S. 115, 116): 

(65) 

mit dem auf der Hyperbel : 

x^ a* 

stehenden geraden Zylinder geschnitten werden, so ist (62) 
zu ersetzen durch: 

(6-21 »-»rCW, y-irSM. ^^f^- |f |f- ■•!■••- 

WO C{(p), S{<p) der hyperbolische Kosinus, Sinus sind (§ 36, 
S. 396, 402). Die einfache Rechnung sei dem Leser 
überlassen. 
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Zum SchluBBe sei darauf hingeiriesen, daß der zu An- 
fang dieses Paragraphen gegebene Existenzbeweis för das 
Doppelint^iral nebst den weiteren daraus gezogenen 
Fofgerangen einmal ohne weiteres auf eine beliebige Be- 
grenzung des Gebietes {x, y) ausdehnbar ist, wenn dieselbe 
durch stetige Funktionen vermittelt wird; andererseits aber 
auch, unter entsprechender Erweiterung des Begriffes der 
gleichmäßigen Stetigkeit der zu integrierenden Funktion, 
auf den Fall von mehr als zwei Variabeln, woraus die 
Theorie der dreifachen und vielfachen Integrale erwächst. 



3.n.iizedby Google 



Berichtigungen und Zusätze. 

I. 115. In der S«itenab«rschrift ist § 60 zu enetzen durob § 10. 

I. 181. In der Seitenüberschrift ist % 15 zu ersetzen durch § 16. 

I. 335. In der Überschrift des § 19 hat es statt „KrOmmungs- 
kreia" besser „Krümmungsradius" zu heiSen. 

1. 261, 368. Mit Hilfe dea in § 18, S. 231 f. entwickelten Prinzipes 
für höhere Berührungen bestätigt man leiüht, dafi die 
Kugel mit dem KrOmmungsmittelpunkt als Mittelpunkt 
und dem Krümmungsradius als Radius aus der Schmie- 
gungsebene einen (grGSten) Kreis ausschneidet, der mit 
der Raumkurve an der Stelle P drei becachbarte Punkte 
gemein hat (sie oskuliert), und der daher, wie bei ebenen 
Kurven, der „Krümmungskreis" heißt. 

I. 263, Z. 3. Statt „Normale" schlechtweg sagt man hfiufiger 
„H au p tu o r male". 

I. 264, § 22, 2. 4 T. u. Eb ist Üblicher, mit „Totsion" die zweite 
Krümmung zu bezeichnen. 

i. 267, § 24, Z. 4. SUtt § 23 lies: § 23. 

1.279, zur Eulerschen Formel (VIH). l>er Winkel f bezeichnet 
bei der Ellipse den Winkel der Flachen tan gente gegen 
die Sichtung der kleinsten Krümmung (des Normal- 



Winkel gegen die Bichtung der kleinsten Krümmung, et 
fallen beide Formeln (VIII) in eine einzige zusammen. 
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O. J. OOschen'sche Verlagshandlong in Leipzig. 



Prof.Dr.HennamiSehttbert: 

Sammlung von arithmetischen und algebraischen Fragen 

und Aufgaben, verbunden mit einem systematischen Auf- 
bau der Begriffe, Fonneln und Lehrsätze der Arithmetik, 
für höhere Schulen. 
Erstes Heft: FürmitUereBassen. 4. Aufl. Brosch. M. 1.80, 

geb. M. 2.25. 
Zweites Heft: Für obere Klassen. 3. Aufl. Brosch. M. 1.80, 

geb. M. 2.25. 

Ausgewählte Resultate zu beiden Heften. 2. Aufl. Kart. M. I.—. 

Aufgaben ans der Arithmetik und Algebra für Real- und 
Bürgerschulen. Ein Auszug aus der Sammlung von 
arithmetischen und algebraischen Fragen und Aufgaben. 
Erstes Heft. 2. Aufl. Brosch. M. 1.—, kart M. 1.20. 
Zweites Heft. Brosch. M. 1.—, kart M. 1.20. 
Erstes Heft mit Resultaten. 2. Aufl., kart.M. 1.70. 
Ausgewählte Resultate zu Heft I, brosch. M. —.50. 

System der Arithmetik und Algebra als Leitfaden für den 
Unterricht in höheren Schulen. Brosch. M. 1 .80, geb. M. 2.—. 



Die „Sammlung von arithmetischen und algebraischen 
Fragen und Aufgaben, verbunden mit einem systematischen Auf- 
bau der Begriffe, Formeln und Sätze der Arithmetik" eignet sich 
hauptsächlich für Gymnasien, das erste und zweite Heft der 
„Aufgaben aus der Arithmetik und Algebra für Realschulen" ist 
für Realschulen bestimmt. Letztgenanntes Werk enthält keiner- 
lei theoretische Begründungen, sondern lediglich Aufgaben, 
natürlich angepaßt an den Lehrgang des Verfassers, aber doch, 
ihrem Inhalt nach, mehr für Realschüler als für Gymnasiasten 
geeignet. 
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O. J. O öschen'sche Verlagshaitdiuos la Leipzig. 

Hotheinatßthe Huiiestiinileii. 

Eine Sammlung 

Geduldspielen, Kunststflclien und 
Unterhaltungsaufgaben mathematlsctier Natur 

Dr. Hennann Schubert, 

ProleHOT Ml der Oelehrtenachule d«» }oh«niiepni( la Hamburg. 

Große Ausgabe in 3 Bdn, gebunden & M. 4.—. 

Kleine Ausgabe gebunden M. 5.—. 

WEe schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng wissen- 
schaftliches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser alleihand 
bedanken Über Dinge niedergelegt hat, die mit der Mathematik In Berllhning 
stehen und mit denen sich Jeder Oebildete oft und gern In seinen MuBestunden 
beschUtlgl. Es sind ungezwungene krllisch-historiMbe Betrachtungen und 
unterhaltende Plauderelen Über alle möglichen Probleme undKunststDcke, die in 
clnerauch dem LatenlelcblfafilichenFonn vorgefahrt, erlcilrtundcrgllDitwerden- 

Zwölf Geduldspiele 

für Nicht-Mathematiker 

zum Zwecke der Unterhaltung historisch und kritisch 
beleuchtet 

Dr. Hermann Seliubert, 

Professor an der Oelehrlenschule des Johanneums zu Hamburg. 

Originell kartoniert ,M. 2.—. 

Nene Anagabe. 

In einigen dieser Spiele dürfte Jeder Leser alte Bekannte wiedererkennen, 
die Ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht wird indessen die 
Arbeit, wenn man den Weisungen des Verlasser» folgt. Derselbe begnügt sich 
Übrigens nicht mit der Schilderung der Spiele und der Enthüllung ihrer QeliEini- 
nlsse, sondern erteilt zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. 



Der Name des Verfassers bürgt fOr einen gediegenen Inhalt, und somit 
dürften die Bücher nicht nur dem Mathematiker von Fach, sondern jedem, 
der sich nur einigermaßen tUr diese Wissenschaft interessiert, Ja überhaupt 
jedem denkenden, gebildeten Laien manche genuereiche Stunde schaffen. 
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